
ハ ミル トンとヤコビの研究における変分法と
1階偏微分方程式

(変分法におけるハ ミル トン・ヤコビ理論の形成過程 )

1.は じめに

今日の変分法で,ハ ミル トン・ヤコピの理論は,一つの重要な分野を形成 している。一
日にハ ミル トン・ ヤコピの理論1と いっても,正準座標系の導入, ヒルベル トの不変積分 ,

場の理論といったように多彩な内容を包括 しているが,こ の報告では,こ の理論の出発点
となった,い わゆる「 ハ ミル トン・ヤコピの方法」,す なわち,あ る変分問題を解 くこと
を 1階偏微分方程式を解 くことに帰着する手続 きを問題にする。

いま,yを ■の関数,Fは ■,y,Jに ついて2回連続微分可能とする。積分

J=f:F(・ y,ク)と,J=豊

を極値 とするような y=y(3)を 求めることは,方程式 ,

ご∂F
ごE∂J

(*)

ラーが この結果を′
`・

を解 くことに帰着されることはよく知 られている.1変数の場合にオイ
・

指摘 し, ラグランジュが

F=F(3,yl… .,続 ,01…・,ム )

( yi tt x @ffift, i1; =

の場合に拡張 した くこの場合っ方程式 (*)に 相当するものは連立方程式となる)こ とから,

方程式 (*)は オイラー・ ラグランジュの方程式 と呼ばれている。
これに対 しハ ミル トン・ ヤコピの方法は,

%=0,

亀
π

∂F

万 =P'

1た とえ
`エ

クーラン・セルベルト,斉藤利弥・珈嶋格次郎訳『数理物曜学の方法3J,1989年,東京図
書.
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″(3,y,p)=ρ′―F(=,y,す
)

なる変換を行ない, 1階偏微分方程式

を解 き,」 を計算 したうえで,y=y(・ )を 求めるという方法である。
教科書にこのように書いてあるから,私たちは指示された通りにやってみるわけだが ,

なぜこのような手法をとらわばないのかはだれ しも気になるところであろう。
ハ ミル トン・ ヤコピの方法と名づけられているのだから,こ れが,ゥ イリアム oロ ー

ワン・ ハ ミル トン (1805-1865)と カール・ グスタフ・ャコプ・ャコピ (1804-1851)に
発 していることは確かであろう。ふたりとも有名な数学者であり,彼 らの仕事に関する数
学史的な研究は,一通 りなされている。ところが,ハ ミル トン・ヤコピの方法がどのよう
に導かれたかについては,ほ とんど調べられていないのが現状である。

先行研究についてもう少 し詳 しく述べておこう。変分法の歴史において,ハ ミル ト
ン・ ヤコビ理論はどのように扱われているだろうか。

ハ ミル トンは,1820年 代後半か ら35年 頃にかけておこなった光学・力学研究のなか
で しばしば変分法を使 ったにもかかわらず,彼 が変分学上どのような寄与をなしたかにつ
いては,ほ とんど論 じられていない。これに対 してヤコピの変分学史上の業績について
は, トドハンタ…2, ゴ_ル ドシュタイン3, フレイザー4ら が検討 してきた,彼 らの話題
の中心は,ヤ コピの 1837年 論文 “変分と 1階偏微分方程式の理論"6の 前半部分である.

ヤコピはそこで,第 2変分を導入することにより,最大 。最小の問題を扱っている。ラグ
ランジュやルジャンドルによって導入された第 2変分の理論は,最大 。最小の問題 と結び
ついており,ヤ コピを経て,ヘ ッセ,ク レブッシュ,ヮ ィェルシュ トラスらに受け継がれ
ていく。その流れのなかでャコピがなにを成 したかは変分学史上の重要なテーマであるこ
とは容易に理解できる。したがって多 くの数学史家の関心はこちらに集中 して しまい,第
1変分を問題にするハ ミル トン・ヤコピの方法については,あ まり関心がもたれず,わ ず
かに 2つ の事実…ヤコピが 1837年 論文の後半部分でハ ミル トン・ ヤコピの方法について
言及 していること,こ の結果はクレブッシュにより拡張されたこと…が指摘されているだ
けであった。そこで,今 回は,こ れまで見逃されてきたハ ミル トン・ヤコビの理論の原型
が形成 されるにあたって,ハ ミル トンとヤコピが実際何を成 したかについて検討 していき
たい。

ハ ミル トンの力学の論文を読んだャコピが,変分法でのハ ミル トン・ ヤコピの方法
のアイデアを得たことは 1837年 論文のなかで彼自身が記 している。1834年 と 35年 に発
表された力学の論文は,ハ ミル トンがそれ以前におこなった光学の研究と深 く結びついて
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いる.そ こでこの報告では,ハ ミル トンの光学 の論文の検討か ら始め,力学 の論文へ と

すすんでいきたい。言 うまでもな く,こ れ らの論文は物理学上の問題を扱 った ものである

が,こ の報告では,こ れ らを数学史の立場か ら評価 してい くことになる。つ ぎにヤ コピの

力学 と等周問題に関す る議論を分析 し,ハ ミル トン・ ヤコピ理論の形成 された過程を論 じ

てい く。

ヤコピの記述か ら察せ られ るように,変分学 におけ るハ ミル トン・ ヤコピ理論は,力
学か ら得 られたものである。ただ し,力学の理論を数学 に焼 き直すには,そ れなりの工夫

がな されているはずである.こ れが実際に何であ ったか もあわせて検討 したい。

2.ハ ミル トンの光学―力学研究

1)光学の特性関数
ハ ミル トンは,1828年 “光線系の理論第 1部"6を 発表 し,新 しい幾何光学の方法を

提唱 した。これは,ハ ミル トン自身が特性関数と呼んでいる新たな関数を導入することに

より,光学系の幾何学的な性質を研究 しようとするものである.今 日の幾何光学ではアイ
コナールと呼ばれている関数が用いられているが,特性関数はその原型 となったもので

ある。

この論文の冒頭で,ハ ミル トンは,光線の径路が ,

δ
/υ

ごS=0, (2-1-1)

(υ は屈折率, お は線要素 )

にしたが うことを反射・屈折の法則から証明 し,こ の命題を「最小作用の原理」と名づけ

た.こ の名前のつけ方について,2つ ほど注意をしておこう.ま ず,「 原理」と名づけられ

ているが,こ れは反射・屈折の法則から導かれたもので,彼の光学の原理ではない。また

「 作用」と呼ばれているが,こ の命題は光線の径路の長さに関するものである。今日光線

の径路の長 さに屈折率をかけたものは,光学的距離 と呼ばれているので ,「 光学的距離最

短の命題」と呼ぶのがハ ミル トンの主旨をもっとも明確に伝えた表現 ということになろ

う。ただ し,光が粒子であると仮定すれば,質量 1の 粒子の力学的な作用が最小であるよ

うに粒子の運動が規定 されることを示 していると解釈できるし,波動であるとみなせば ,

フェルマーの「最短時間の原理」と読みとることもできる。今日の光学の教科書では,式

(2-1-1)自 体を指 して,「 フェルマーの原理」と称 しているもの もある。

続いてハ ミル トンは,反射・屈折の法則から積分

r=/υdρ ,

を■,y,zで 微分すると光線の方向余弦が与えられるこ

方程式

(2-1-2)

とを示 している。この関数は偏微分

=υ
2,      (2-1.3)

■caご.,15,(1828),pp.69‐178=in rc`ic_

″

一ル
＋

″
一匈

＋
″

一あ

c'Theory of Syrtems of Rays(Part First)," Trans.Rog.Irish

malicol Papcn, vol.l, pp.1-87.
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をみたすので,こ れを解 いて積分 (2-1-2)が 求 まれば,光線系の性質を規定す ることがで
きる。そこでハ ミル トンは積分 (2-1‐2)を「 特性関数」と名づけた。

“光線系の理論第 2部"7で ハ ミル トンは別の方法で特性関数を導入 した.ま ず,積
分 (2-1-2)の 変分を計算す ることによ り,

δ
/υ

 ̈=/δ (υ中)

(2-1-4)

(2-1-6)

(2-1-7)

((α ,β ,γ)は (・ ,y,Z)に おける,(α
′
,β,7)は (・

′
,y′,Z′)に おける方向余弦,υ

′は(・

′
,y′ ,z′ )

における.屈 折率。)

いま,両端を固定 して積分をとると「 最小作用の原理」か ら (2‐ 1-4)式 =0,δ3=δy=
δz=0,δ E′ =δ y′ =δ z′ =0と なるか ら,

(1等)¨ =d(υ
l場 ),

(:;)dρ =ご (υ :;),

(2-1-5)

が得 られる。これが光線の径路を与える方程式 となる。(2-1-4)式 と光線の出発点が固定
されているという条件より,特性関数 Iの変分は,

とな る。 これか ら

となるので,方向余弦の性質より,(2-1-3)と 同様の 1階偏微分方程式

(:サ)″ρ=ご (υ:; ),

δf=υ (αδ
“
+βδy+γδ″),

α=:(::),β =:(:;),γ =:(::),

(農:)2+(11)2+(例 :)2=υ
2,

(2-1-8)

が導かれる。この方程式を解けば光学系を特徴づける特性関数 fを 得ることができるので
ある。

ハ ミル トンは,“ 光線系の理論第 1部 "で は反射・屈折の法則を基礎に して,1最 小作
用の原理Jを証明 し,特性関数の理論を展開 してきた。ところが “第 2部"で は,「 最小作

7“ Th"ry of Systemsiof Rays(Part s∝ ond)," 未発表の論文であるが全集には収録されている。in

i′

``lomarビ
c`′ 」Pape■9,vol.1,pp.88‐ 106.
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用の原理」を光学の基礎原理 として,特性関数の理論を構成 している。この理由は,大気
中の光線 の屈折など,屈折率が連続的に変化す るような現象を記述するためには,積 分形
を伴 う「 最小作用の原理」を用 いて光線の振 る舞いを規定す る方が適当であったためであ
ろう。

“第 2部"で 完成 されたハ ミル トンの光学の理論はっぎのようなものであった。“「 最
小作用の原理」で規定 される光線の幾何学的性質は,特性関数を用いて記述す ることがで
きる.こ の特性関数は 1階偏微分方程式 を解 くことによって得 られ る。"こ の物理学上の

理論を純粋に数学的に読みかえれば,以下のよ うになろ う。“ある極値曲線に伴 う関数は
1階偏微分方程式 を解 くことによって与えられる。この関数がわかれば,極値曲線 は特定
で きる。"す なわち!変分学上の問題を 1階偏微分方程式 に帰着 させようとす るアイデア
が ここで登場 しているのである。ハ ミル トンの “光線系の理論"の 数学史上の意義はこの

点 にあろう。

2)力 学の特性関数
ハ ミル トンは 1833年 には,光学の特性関数 と力学の作用積分が,数学形式上類似 し

ていることを論文
8の なかで指摘 している。 この点 に着 目 し,力学の特性関数の理論を提

示 したのが 1834年 の “動力学 における一般的方法"9で ある。

以下では時間微分を 。で表す ことにす る。ハ ミル トンはニュー トンの運動方程式に力
学の基礎を置 き,こ れを積分 して活力保存則 y+T=〃 を導 き出 した.こ こで,び は今
日のポテンシャル・ エネルギーの符号を逆に したもの,Tは 運動 エネルギーである。″は

積分定数である.つ ぎにハ ミル トンは力学の特性関数を

v = | lm;(i;dx; * i;dy; * i;ctz;) = !o' 
zTdt, (2-2-1)

と定義す る。 この変分 は

δy=)Em`(ム δti+Oiδ

"+ム
δ4)一 Σ m.(a・δαi+義 Jbi+島δCI)+tδ ″, (2-2-2)

となる。 これより連立方程式

需喜要事
τil誕「,「11

が得 られる。 この方程式から,仮 に特性関数 yが求まれば,任意の位置での速度が得 ら
れることがわかる.す なわち,特性関数は運動を特徴づけるものなのである。活力保存の

8"On a General Method of Exprcsring the Paths of Light , and of the Planetr, by the Coefficients
of Characterirtic Function," Dutlin Univcrtily Retieu, October, (1833)r pp.795-826.=in Mathematical
Papcrl, vol.l,3l l-332.

e"OD, B Geaeral Methoh in Dynamics," Phil.Trans.,Part Il(1834), pp.247- 308=in Mathemalicil Pa-
pcr4 vol.Z, pp.l0$161

(2-2-3)
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て特性関数が求め られ る。

(2-2-5)S=y―翻=五
tF+叫

で定義 した。この関数の変分は

(2-2-6)

ることが示 さ

ハ ミル トン自身は,力学の特性関数の提示にあたり,光学 との数学形式の重要性を
強調 してきた1° 。確かに 1階偏微分方程式を解いてある関数を求め,そ の関数の微分か ら
光学系ないし力学系の特徴をつかもうとする意図は光学・力学 ともに同 じものである。 し
か し,変分法と 1階偏微分方程式の関係を把握 しようとの視点か ら見れば,両者は大 きく
隔たっている。光学において,彼が問題にしていたのは,変分原理にしたが う光線の径路
であり,そ の性質を求めるため特性関数が導入 されたのだった。これに対 して力学では

,

「変分原理にしたが う質点の軌道」という理解はない。彼が問題にしているのは,あ くま
でも運動方程式に基づく質点の運動なのである。ハ ミル トンの 1834年 論文では,ハ ミル
トン・ヤコピの方法の基本的な発想は消えて しまったのだった。

3)正準形式の導入     '
1835年 ,ハ ミル トンは “動力学における一般的方法第 2論文"11を 出版 し,彼 の力学

の定式化についての議論を続ける。まず彼は,ニ ュー トン方程式から,いわゆるラグラン
ジュ方程式

(2-3-1)

10“く)n the Appuca・ tion tO Dynalnics of a Ceneral Mathematical MethOds Previously Applied to Optics,''

BHtish Ass∝ iadOn Report,(1834),pp.513518.in irafirm●
`icar Paper3,vol.2,pp.212‐

216.

11“Se∞nd L腱yo■ ●Ctnerd Method in Dyna扇 cs,"′力Jι rra73●.Par`二 (1835),pp.95‐ 144 in″
``A●

_

ma``caI PcPc",vol.2,pp.162‐ 211.
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[::Lilll[[Ittt,」t[覆典
Jと扱われている。つぎにハミルトンは需

意図は明確に述べられていないが,何 らかの

方法で,運動方程式を 1階常微分方程式系に帰着しようとしたためと考えられる。運動エ

ネルギーを表す Tは変数 う1.… ,,温 2次 の斉次関数なので

2r=Σ な
需

,

が成 り立 っている。一方で関数 Tの変分を計算すると

δT=Σ
(等
δ琺+需δ・),      P-3-o

となる。(2‐3-2)よ り求めたδυr)か ら(2-3-3)で のδTを引くことにより

δT=Σ
 (,Iδ ミミ

ー
:[δ・ ),            (2-3-4)

が得 られ る。ハ ミル トンは
需

=qと お き,こ れを新たな独立変数 とした。そ して,新
駐

すなわちしい座標系 (■ ,■)で の運動 エネルギーを関数 Fを 用 いて ,

となる。一方で Fの変分は

δF=ΣE(■δω
`-1:δ・ ),

δF=Σ
(器
δq+綿お1),

(2-3-2)

(2-3-5)

(2-3-6)

(2-3-7)

には依 らないこ

(2-3-8)

(2-3-9)

T(■ ,…・,■.,う1,…・,名.)=F(ωl,… .,ω3■ ,η l,・・・,■・ ),

で表 した,す ると方程式 (23‐ 4)は

となるから,こ れと(2-36)式 を比較 し,ポ テンシャル・ エネルギーがω
`とに注意すると,

δF   δT δF    δT

扇T=~肩T'…
・

'δぉ.=~扇鷹'

が得られる。これら2記号を用いてラグランジュ方程式は,

牲書=器 =れ…,犠ρ=蒜 =れ"

d"j=δ (υ ― F)

出   δ■  '

-92-
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とか くことがで きる。ハ ミル トンは

∬ =F― y=F(ω
l,ω 2,・ …

"3●
,ηl,772,… ・,■.)一 υ(ηl,o,…・

'お"), (2-3-H)
として関数 ″を導入 した。 これより運動方程式に相当す る 2n個 の連立方程式系

競=赫;蔵了―赫;

出=δ

"2'  出 =~扇
=;

ご■.  δ″  ご″3■   5″
出 =δω3●

;  dt =~δ
■.;

(2-3-12)

が得 られた。これが,今 日正準方程式 と呼ばれているものの原型である。
ここでハ ミル トンは,積分

S=バΣq器―″
)出

, (2-3-13)

(2-3-14)

(2-3-15)

(2-3-16)

[Itii£litttil二亀襦ぶ
ちΣ‐器~″ =2T―

『
―の=T+υ

を正準座標系で書き換えたものだと察するこ
とができるだろう。彼は,積分 (2‐313)が ,運動方程式 (2‐312)の積分を与えることを証
明 していく。

δS=fκZ

S′ =Σ q器―″
,

とお くと

となる。 これより

δダ=Σ
(器
δq+qδ絡)―

Σ(絡
δq+締δ・)=Σ (・

δ器―締δ・)

=Σ
(・
δ讐+午δ・)=岳Σq&L

が成 り立 っているか ら

δS=Σ ("`δ■―ル ),      (2-3-17)

((2,CI)は (ω
`,■

)の 初期値 )

とな る。 この両辺 を比較す ることにより,ハ ミル トンは別の連立方程式系

"1=房; A=~藤 ;

O=砺; p2=~i蕩 ;

δS        δs
"3o3=τttT: P3●

=~薦 ;
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を得 た。 この方程式 により, ωメま■ の関数 として定め られるのだか ら,こ れ らは方程
式 (2‐ 3‐ 12)の 積分を与えていることになろ う。 ここでハ ミル トンは Sを 主関数 と名づけ
かえた。

ハ ミル トンは,Sの みたす 1階偏微分方程式を以下のよ うな手順で求めた。Sを 時間
tで全微分す ると,

となるか ら

が得 られる。 これより

お

一出
=霧 +Σ締害,

響=メーΣω繕=―″,

霧
+″ =0,

となる。 ここで一″ =― (F― y)は定数だか ら,彼 は偏微分方程式系

…・轟納,つデ…恥")=υ 師,け・お→,

等+F儒,場r…轟″b%…ち
)=1/1el,申

ちヽ

―ズ
:IΣ

(岳器…

(2-3-19)

(2-3-20)

(2-3-21)

(2-3-22)

お
一魏

お
一れ

′
ｆ
‐
ｌ
ヽ

Ｆ＋
κ

一＆

を得た。

この過程を見て も,ハ ミル トンは,自 分の力学の理論を変分原理に基づいて作ろう

とはしていないことがわかるだろう。しか しこの論文で,彼 は変分原理と主関数の関係に

ついて,つ ぎのようなことを指摘 している :Sに は 2つ の意味がある.両端を固定 して変

分をとれば,ラ グランジュの運動方程式を与え,両端を開放 して変分をとれば運動方程式
の解を与える,と 。12

この注意は,変分原理を軸として力学の理論を構成するためのひとつの可能性を示

唆 している。すなわち,運動の軌跡は変分原理によって規定され,そ の方程式の解は, 1

階偏微分方程式を解 くことによって与えられると読みかえることができるのである。ハ ミ
ル トンーヤコピ形式の基本的なアイデアが再び登場 してきたということができるだろう。

3.力学形式から変分法ヘ

1)ハ ミル トンの成果のヤコピによる再構成

ヤコピがハ ミル トンの力学の論文を読んだのは 1836年 後半 と思われるが,そ の年

末には,論文 “変分法 と微分方程式の理論について"を発表 し (出 版は 1837年 )等周間

126sを
計算すると,

6S=

となることより得られる。

ヽ

１

‥

′

■
″
一鈍

／１１ヽ
Σ

-94-

∂tll

―詳).J“ ,



題13の
解 も力学 と同様 な 1階偏微分方程式 に帰着 され ることを述べている。 この手順が

実際 に示 されたのは ,『 力学講義』
14第 19講 である。 これを検討する前に,ヤ コピの力学

上の成果について 2つ ほど言及 しておこう。

1つ は,ヤ コピがハ ミル トンの主関数をポテンシャルェネルギーが時間を陽に含む
関数 となっている場合にまで拡張 していることである.こ の成果は上述 の論文とは別の

,

やは り 1837年 に出版 された論文 “連立常微分方程式を偏微分方程式 に帰着 させる方法に
っぃて"15で 詳 しく述べ られている。

1 もう 1つ は,ハ ミル トンの注意を生か し,変分原理を基礎 に据えて力学理論 を構成 し
ていることである。すなわち,今 日ハ ミル トンの原理 と呼ばれ る変分原理

(3-1-1)

(こ こで関数 yは 時間を陽に含む)

から出発 して,ニ ュー トン方程式およびラグランジュ方程式を導いている.さ らにラグラ
ンジュ方程式から,正準方程式を導 き出している。この手続 きは,『 力学講義』第 8。 9講
で示されている。ヤコピの力学ではこれを基礎原理として主関数の理論をはじめとする考
察がなされているのである.

では等周問題が扱われている第 19講 について検討 していこう。以下では1=1,… .,n
とする.ヤ コピはまず,力学の理論整備から始めている。彼は積分,こ れはハ ミル トンの
主関数を表 しているのだが ,

(3-1-2)

お=δ fF+Jldt=Q

とると

」

　

を

ソ

　

分

υ

　

変

＋

　

の

Ｔ

　

ソ

イ

融

ｙ

　

く
。

おとυ＋Ｔ〓９で上るす察考を

“
　
％ヽ

δ

　

か

い
＝
＝
〃
　
。つ

傷

郡

ご
一出
　
乱

際
相

／Σ

ンジュ

．
，　
　
　
ラグラま動運の点質

０
〓

ヽ

１

‥

′

ノ

の

一
鈷

′

ｆ

‐

ｌ

ヽ

ご

一
出一

″
一鈴

δy=δ
/,出 =Σ]:静δ9j一】Ei彎

:5ぽ

(3-1-3)

とな る。

(3-1-4)

13今 日等周問題といえば,何らかの境界条件のついた変分問題と理解されている。しかし,18世紀におい
ては,等周問題という言葉で,変分問題=般を指すことはすでに指摘されている。C.Fraser,“ LopeJmetHc
Problemsin the Variational Calculus of E■ ler and Lagrange,"“Joだo lfaぬ ematjca,19,(1992),pp.423.

ヤコピも等周問題という言葉を使っていながら,境界条件を付 していない。

14 yorre3."Je,=Ocr Dy“
`“

j亀
(1866),Berlin,clebsch ed.rep」 ntd by Chdseain 1969.

15“ober die Roduction der lntegration der parthllen Direre.6algldchungen erster Ordntng zwischen

irgend einer Z血l Variabeli atf dic lntegration dnes dndgen Systems gewohn‖ cher Direrentialgleichun‐

gen,"Jl.力 r dic re`■ ●u.`n,cψ  lrari.,17,(1837),pp.97‐ 162.=iR“ 7erl● 4,pp.5■ 127.
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齢

とお き,

(3-1-5)

(3-1-6)

(3-1-7)

9=#=写 +Σ鮮弊, (3-1-8)

となる.こ こでψ(pj,9i,ι )=ΣP31J~ぼ 90,4,ι )と おくことにより, 1階偏微分方程式

γ+aち魚…¬ら,新…,新)=0,

が得 られ る。この方程式を解 くことにより,主関数が得 られるのである.さ らにヤコピは

ψ=Σ p・|:-9=2T― (T+こ′)=T― 」=〃,     (3-1-10)
とすることにより,(3-1‐9)式 を

(3-1-H)

と書 き換えた。今日の力学の教科書では,こ の Jf(2,97,ι )を ハ ミル トニアンと呼んでいる。
ハ ミル トンが正準座標系を導入 したときは,関数 Tは運動エネルギーを表 してお

り, 2次 の斉次関数であるという条件のもとで議論が進められていた。ャコピも第 9講
ではこの条件を仮定 していた。 しか し第 19講 ではこの条件を仮定せず,任意の関数 Tに

対 して ρ`=07と
して正準座標系を導入 している.

このように『 力学講義Jで は,第 8・ 9講で得られた運動方程式に基づいて,第 19講
で主関数の理論が提示されている。この理論展開は,ハ ミル トンの注意を生か したものと

判断 してよいだろう.今 日の教科書に見 られる力学のハ ミル トン・ヤコピ形式…変分原理
から質点の運動方程式を求め,そ の方程式の解は 1階偏微分方程式を解 くことによって得
られる…はここで確立 したものということができよう。

力学の定式化を終えた後,ヤ コピは,こ れと同様な数学的な手続きをとることにより,

等周問題の新 しい定式化ができることを論 した。そこでは T+yは 運動エネルギーとポ

テンシャル・ エネルギーの和,と とらえるのではなく,純枠に数学的な,t,9j,1の 関数と
し,9=T+び と表す。そ して

ｐ〓
″
一鉾

(3-1-9)

併
+〃 =0,

f9191tl,0,颯
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の極値曲線を与えるような関数 9=,(ι )を求めることを 1階偏微分方程式を解 くことに
帰着 させようとす るのである。

ヤコピは新しい関数ψ=Σュci・・-9,を 導入して,そ の2種類の変分を計算する.

δψ=Σ●δュ+Σ 2δ4-δ9=Σ 4δ2-Σ
ttδ“

―鮮屁, 0-1-lo

δψ=Σ
(:静)″・+Σ (:1)δ

傷十
(3≠)&.

この両者を比較することにより,

(3-1-14)

(3-1-15)

(3-1-16)

(3-1-17)

(3-1-19)

●ρ〓

，　
″
一鉾

・“
　

ど

一出

一一
　

　

〓

″
一れ
¨
一鉾

〓
″
一れ

一

一方で

の必要条件 として,オ イラー・

０
〓ｄ

ぃ
　
ラ
　
ご
一出

″
′
Ｊ
７

グ

兵
υ
　
　

　

ラ

(3-1-18)

が導かれる。 これは

фJ   ∂ψ
T=~万 '

とか くこともできる。(3-1‐ 16)式 と(3-1-19)式 より,極値曲線を与える方程式は正準方程
式に帰着 されることを示すことができた。

ヤコピの理論では,力学 と同 じ形式が等周問題にも適用できる。ヤコピがポテンシャ
ル関数を時間 tを 陽に含む場合にまで拡張 したこと,Tが 2次 の斉次関数であるとする
力学的な仮定を落とした上で,正準座標系を導入 して力学形式を整備 したことが,こ れを
可能にした要因であろう。

2)正準座標系の意義

力学であれ,変分法であれ,微分方程式論であれ,ハ ミル トン・ヤコピの方法には,必
ず正準座標系が伴 う。この座標系の意義について,力学と変分法でのヤコピの手続きを比
較す ることにより考察 していこう。

(3-1‐2)式 で定義 される主関数のみたす偏微分方程式を導 く過程に注目してみよう.ヤ
コピは 1837年論文 “連立常微分方程式を偏微分方程式に帰着させる方法について"に お
いて以下のような手続きを示 している。まず,一般座標系…これはデカル ト座標系に容易
に読みかえることができる…では Sを 微分することにより

ヽ
１
‐
ｆ
ノ

４
７

Ⅳ
一亀

＜

・

Σ＋
Ⅳ
一ａ〓

″
一出
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が得 られる。ここか ら偏微分方程式を導 くためには,7を 何 らかの偏微分係数 におきか

えなければならない。古典力学の問題に対 しては,ポ テンシャル関数 〔′が 9iと tに 依存
し,運動エネルギーを表す関数 Tが ,1,…・,,.の 2次 の斉次関数 との仮定があ ったか ら,

(3-2-2)

とい う関係が成 り立 っており,こ こか ら,関数 ア がみたす偏微分方程式を得 ることがで

きる。ところが,等 周問題では,関数 T+yが ,=《 98,||,ι )と 置 き換えられているため ,

この方法で偏微分方程式を導 き出す ことはで きない.す なわち,デ カル ト座標系や一般座

標系では,主関数の偏微分方程式を求める時点でハ ミル トン・ヤコピの方法は破綻 して し

まうのである。

この場合に,正 準座標系,よ り正確にいえばヤコピが『 力学講義』第 19講 で用いた

それは有効な道具 となる。そこでは,力学的な条件を付す ことな く,任意の関数に対 して

ュ =結 の関係があるか ら,aを 2の 関数 として表す ことが出来たし,2=器 も成

り立 っている。 1つ めの性質に したが うことにより,ff=Σρjl-9(9jl:/)と 定義 され ,

(Pl,9j,0,ι )の 関数であるはずの″を(ρ :,。 ,f)の 関数として得ることができた。この関係

式 と 2番 目の性質を用 いれば,(3-2‐ ⇒ か らΣ
維 争

を消去することができる。 また,2

番目の性質から″は
“
,]争ιの甲数となる.こ のようにして,力学的な条件のない問題について定義

載∴
主関数

:竃1∴」F'Л槻爾ご1羅真現棚以琳 問題
畠鼈こ電装|ヒ電1117竜亀糧lltlt・ l」薫Ъや、1こ亀Iミち′

学と同じように等周

4.お わりに

これまでの議論を通 して,ハ ミル トンとヤコピが,彼 らの名を関する方法を確立する際
に,実際どういう役割を果たしたかを明 らかにすることができた。ハ ミル トンは,光学と

力学の問題を体系的に扱おうとする際,い くつかの数学的な道具を開発 した。それはあく
まで物理的な問題を解決するために用いられたものだった。ヤコピは,そ れらの道具の数

学的な面での価値を理解 し,そ れらを生か して,ハ ミル トンのアイデアを整理 した。その

際,ハ ミル トンが仮定 していた物理学的な制限をヤコピがはず していく様子が見い出さ

れた。

ヤコピのこの手続 きを,私は,“ 数学化"と いう言葉で表現 したいと思 う。19世紀
はじめの物理学・数学ゃ歴史を扱 う際,科学史家はしば しば “物理学の数学化"と いう表

現を用いる。この言葉は,状況に応 してさまざまな意味あいで使われているが,こ こでい

う “数学化"と は,自然現象を記述する方程式や関数から物理的な仮定を取 り去る過程で

ある。

最後に変分問題を 1階偏微分方程式に帰着することのメリットについて述べておき
たい.ヤ コピは力学の問題について…数学的には,主関数 Sが変数 ιを陽に含まない場合
で,変分問題にはもちろん適用できない・・。は,直接運動方程式を解 くより, 1階 偏微分方

亀
πｍ〓

ν
一鉾

-98-


	05sympo

