BOXRINBELIHAICH (TS T. Molien D{EE L Frobenius

CFH R (Kyoto)
hirai.takeshi@math.mbox.media.kyoto-u.ac.jp -

HEREDEH : Theodor Molien (> V4 Fedor Eduardovich Molin, September
10, 1861 - December 25, 1941) IZDWT, ZOFETI ORI aTLADHEET Y, &
DHEXEHXES BRI, ROLDRDBOTH 5.

(BfR) BOBIEERIERIEOBEZOARAE L Frobenius TH 5. BOXRER/EESD
HERELTHRLTERE KEFTEDI L, ThEBIUIDIRELTEREH) LU
T TEHFROWKE 8-> THo D THCOWUD RN D 5174 LT, “Frobenius
k&éfﬁwﬁﬁtﬁﬁJ@W””t%bf,mm4m7kbtofﬁﬁb,mwmms

D#X % [F53, 1896], [F54, 1896], [F56, 1897], [F59, 1899], [F60, 1900], [F61, 1901],
[F68, 1903], ... &fkBEL THATEX [EH 4|~ [FEH T ITELDTER (TKDOH
XUXRBHR) .

Frobenius DB, FEFICTREWTHRE TEDS2DBHAITN, EWIKENDH
D, 2T %L TH> TE TV Burnside {3307 70—F O 4i%% [B1, 1898] - [B2
1898] TR L 7=, £/, BT THD Schur bRBERE LIFEOEH%E [S7, 1905] ITBH
WTHEHERLE. 253w Frobenius DZBWTH S,

& Z A7, Frobenius 1 [F56, 1897] @ §4 IZHBWT, Molien DEZTRICHE T B FHX
M1, 1892] BL KT DOHEFHE HOMERE] ITICAL = [M3, 1897 IKERL T, $3%
HELEEMN Molien &> TEITHNMICRAEINTWEERRTNS, A Molien
DX DBEYNTHE 2> T, ETET2 ADHERNER> TWBHDH, EHDOFEIZED
EIDRRB->TVEON, ESKEGHHER BIHRRORTIIHOKTEE S " 15
S5NTVNEETNTEDESIRBRFETRON WAL, KEREIINTIEED TH5H]
BRETHDTOMORZ 2N REREDREMERRNTHI=N- .

COBXKRBITIE, BHERXEY A SDIENIT, Molien IZDWT net ETHIKLL
EZby RLEARHERZS URL DUARZRMNTHOT, KDFELWERNEKL WV
HFRELEHHBEIZL TFEWN.

1 Frobenius, Molien ED®RX [F56], [M5] ThEhICHIT
BHEEDIAY b

HERRFENHEEROT, BEXEFIHLTRX (BR z21175.

e Frobenius [F56, 1897] ® §4 DEAFE £o E1RIC :

Diesen merkwiirdigen Satz, dass es eine zur Gruppe ) gehorige Matrix
giebt, deren f2? Elemente unabhingige Variabele sind, hat auch MOLIEN
gefunden in seiner ausgezeichneten Arbeit Uber Systeme héhrer complezer
Zahlen (Math. Ann, Bd. 41, 5.124), auf die mich STUDY vor kurzem aufmerk-
sam gemacht hat. In einer weiteren Arbeit FEine Bemerkung zur Theorie



der homogenen Substitutionsgruppen, Situngsberichte der Naturforscher-
Geserschaft zu Dorpat 1897, Jahrg. 18, S.259 hat MOLIEN die dort gefunde-
nen allgemeinen Resultate speciell auf die Gruppendeterminante angewen-
det.

BiR: B o 2&BHT5 fROFTFIT, 0 f2 @AOTHEZENEBIMIIRERT
HESDONETETD) EVNIHFEHIREZDOFER%E, Molien DELZREAL TWE. 1
WD TIES LS “ZuRiCOWT” [BEAHER] (Math. Ann., 41 % 124 H~)
ZBNWTTHY, FORMIITDONWTIE Study PERIEFDEREMEL =, E5k 54t
HCBOBERRICHATE—D0RE" [BHAMHBER], Dorpat HRAMFEAGE R
#1897, 5B 18 ¥, 259 H~, IZBWNT, Molien E LRCDRMX THA Lz —B kR %
TERTHIR) WS RBERBEICNAL .

ee Molien [M5, 1898] O Introduction @ 1-13 7H :

In zwei Noten, die ich in den Sitzungsberichten der Dorpater Naturforscher-
gesellschaft publicirt habe, habe ich aus der allgemeinen Theorie der Zahlen-
systeme mit nicht commutabeln Einheiten gewisse Schliisse auf die Eigen-
schaften der Substitutionensgruppen gezogen.

Meine Bemerkungen erweisen sich als inhaltlich nahe verwandt mit den
Ausfirungen des Hrn. FROBENIUS, Uber Gruppencharaktere und Uber
die Primfactoren der Gruppendeterminante, in den Sitzungsberichten vom
Jahre 1896 und seiner letzten Mittheilung Uber die Darstellung der end-
lichen Gruppen durch lineare Substitutionen. Indessen habe ich das Haupt-
gewicht in meiner ersten Note auf die Umkehrbarkeit der Sitze gelegt. Die
Untersuchungen des Hrn. FROBENIUS sind erst soeben durch freundliche
Vermittelung des Herrn Verfassers zu meiner Kenntniss gelangt.

EIR : Dorpat BRABFHEBAEXRBEICHE LD 2 DD/ — MZHWNWT TFEATH
BERTREZRDOLEICR RAMAGER] O—KEH] »oBOBEEHOMAICETS
HLEOMEmEEZHL . '

Z DFADH L Frobenius KD “FIFEIZDONWT? & “ETHIROEEHEFITDON
T7,1986 (EXxL 7O v H1pr) £XBE, BLTELOHY “BREOBEREICD
WT» [BHARMAER], CBTsmiRE, NERICEDHD TEWEGEGRNDH S T LA
S5, L LANSEOELD ./ — TR, EMEb0mBagelt GRERE :
—MHEBARICERATESZE, OEN?) ICEZZEENVTWS. Frobenius KD Z
NS OPIFER, ©o LS EHOTERCIDRMOMBEI AL,

i 1 ZOFWI [M5] W Frobenius DFAMIZK Y, Berlin D70 v ¥ LROKEIC
o /.



2 XEOEFR : Molien DFI [M3], [M4] DAE—DAE

Molien D73 [M1, 1892], [M2, 1893], [M6, 1930] iX Math. Ann. IZIB# X, [MS]
7Oy #Bq%E7 /52— (Belrin) @ 1897 FDEKRTE I Frobenius DN TH-
fbTHD. [M5] OBEEBIL, |

1897 Sitzungsberichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
52(1898), 1152-1156;

EHBH, ZOFEXRBET ARICETICDHATHETRATEN TS Z LN
7z BN, BGEERTZOLENERKICHR EN TV I MOBERE 2Ht 5 &k
ENTNLIEEZHEBRFRFBEREETROUENSTHS. o TERBREDER
XD BHIRRRNNT 1 FBN T b ThIa (Gftickd) . 25 LizkHErE
EEWET S &, Frobenius @ [F53), [F54] EREDELS Molien D3 [M3, 1897],
[M4, 1897] &1d, ZERIHMKEMNIZBOTH D I EMHERIEIN, AEDLE: GEHA
HEDEN) NEobENIMETES.

=T, MED M3)], [M4] DIAE—DAFTH NI NNEMZ -7z, BRI LEN
HEE TR EZIZIE, Sitzungsberichte der Naturforscher-Gesellschaft Universitit
Jurje (Dorpat), 11(1897), 259-274; 277-288 & W I 5[AZEINTRMI TNEDT,
ENEBODIT LMD o2, Molien DFFXEED S VEREL THRLIZH DD
#H% MathSciNet NS/ TNZDT, ENOHFAXRTHLENEENHEENIZHLINE S
NaMmslahol. TIT—HHESDI.

ZTOHB DT, LEOBREBFROW TREAEFERFREFLEN S University of Tartu
(Germann name: Universitit Dorpat) ICHE& U TE > 228, TR ARMEIIEN) LD
BREE T, EDTETHok. BoBRBERTALITERT H2ihbE20 TR
BNNEWS HERTORS SR, [ CETHLUWERNTZ2 TR RN N
LEHBIEMAD] ENWDFMBNHD, —f INhicEhik Kanli. LT I8
SFORFEDAFMBAS> TWT I ZETHLWERS S, MbEIEHIRN FARKS &
HLARWN ) RENEEEIIAFENEER ST net TRARDEHBRERKRELE . #
B, RPE2BEEREBIESHOLLTIE (R VRRODDFAD < bz, &
WOBEBRBNHZDTIRARNN] EVNDIBHECHHBRES .

Z0%, MEMBEBEL THENEZATHRNA, HHEERNST, (Lo M1HH#)
LRGN H BN [Dxo E LS RAIVARSERDICHARTEA 5O TE WA &
BoTHERDEATH S Tibingen KFLEHIRD H. Heyer & AKKED e-mail 2F
WeDnt, 2008/12/17 o7z, & Tibingen K¥DREFLERDR N T, BEOHEE
Tiibingen THEUHL T Nz, D IE—7A Feb. 26, 2009 O H T OFME —HEITHTZE
BETEONTEE. TOFHEDO—E% Heyer SADTHEE DT (Bt A T)
TZIHES

ee Letter from Professor emeritus Herbert HEYER of Universitiat Tibingen,

dated February 26, 2009 :
(HITHg)

finally I am in the position to send you the desired copies of Molien’s
early papers on substitution groups.



You are right in interpreting my search as part of the history of the
mathmatical problem involved.

Dorpat is a significant town in the south of Estonia. Its University
founded by the Swedish King Gustav Adolf in 1632 and after degeneration
refounded in the German spirit in 1802 became the important center of |
the Baltic-German thinking with a productive radiation towards Russia.
Many famous German Scholars taught at the Dorpat University. During
the flourishing time since the beginning of the 19th century until the second
world war a Research Society for the Natural Sciences showed great activity
modelled after Prussian/German Academy (of Arts and Science). It was
certainly at that time that also mathematics was taken up and that Molien
published his papers in the local journal. The Russian name which you
quoted is not a translation of Molien’s German name !

Now, with respect to the German researchers in Dorpat during the 19th
century it is no surprise that the fame of the Dorpat Society reached Berlin
and further west (as did the fame of Kingsberg), but it is a miracle to find
the volume of your interest in Heidelberg. With the help of librarians of
my University the not so popular “Academy Reports” had been traced (in
Heidelberg), and I was able to look the volume in the reading room and I
had copies made.

Here they are. Enjoy the scientific and the linguistic challenge !
(108)

3 B X AR B

[M1] Ueber Systeme hoherer complexer Zahlen, Math. Ann., 41(1892), 83-
156.

FXICRhAB¥ELSIA GIARXIIFERT) !

Hamilton Quaternion Frobenius | 1877
Sylvester Nonion, 1883 Ed. Weyr | 1887, 1884
Dedekind | 1887, 1885 Poincaré | 1884
Weierstrass | 1884 Scheffers | 1889
Schwarz 1884 Study 1889
Holder 1886 F. Schur | 1888
Petersen 1887 B. Pierce | 1881
Cayley Theorie der Matrices, 1858 Lie 1889
Laguerre 1867 Killing 1888
FFX.

ZOmMIDERELTRERTTHS .



1)

@ urspriingliche Zahlensystem (BEZR : MBIEMZTR, &R : BEMZLR)
DEFRFROIIITHLLI L
(Zahlensystem = hypercomplex numbers = ZtEH [FHAMHE]D :

wie auch die Productglethungen eines solches Zahlensystems transformiert
werden mégen, unter diesen niemals die Productgleihungen eines Zahlen-
systems mit weniger Grundzahlen anzutreffen sind.

(BR) ZTEVEHTHI LR, TOEZTROBOEEREZANME DICE
ZFWZILOED, HOEBRANLDDRWERICK > TEMD Z LTz,

@ urspriingliche Zahlensystem DIRFE :

o jedes urspringliche Zahlensystems nur eine quadratische Anzahl von Grundzahlen
besitzt (BER) BMLTIRO KMV RBABROBERIDONRICTHROKE TH S (Tabb,
Kitid m?2 O TH3),

o die einem solchen zugeordnete Gruppe tdentisch mit der Parametergruppe der all-
gemeinen linearen und homogenen Gruppe ist. (E#R) NS EMEITRICHRT S
Bl SR ERORTHE-ETS (Thbb, GL(m,C) &—KT5).

@ Auffindung einer Normalform fiir jedes Zahlensystem :
21758, M(m,C),m € N, LRBRZBODERMIILES.

BRXOEZiT4Di2Homhns

I. Abschnitt. Zahlensysteme und bilineare Formen
(W%) die allgemeine Discussion der Productgleihungen eines Zahlensystems,
Satz 1 — Satz 10
II. Abschnitt. Zahlensysteme und algebraische Gleihungen
(%) Hauptsache nach die urspriingliche Systeme,  Satz 11 — Satz 30
III. Abschnitt. Zahlensysteme und zu ihnen gehorige Gruppen
(N%) Zahlensysteme gehorigen Gruppen,  Satz 31 — Satz 45
IV. Abschnitt. Zahlensysteme und Matrices
(NZ) Matrixdarstellung, #& : M(m,C) ERBLZDHDOEMICIZS.
Satz 46 — Satz 51

Wk U TIREERHY (M1] T, ERAFETRERD L) KD Wedderburn DFE
BOK=C OBEEFHL~:

Wedderburn OFE. w#ifk K LOBAM 2O BEMZLIURIE, 65 K LD

fk D O LOLITHIR M(n,D) KFARTH 5.

oo iE : 1901 FIEELUETLART & LA
publiziren = publizieren, summiren =—> summieren, Fixirung = Fixierung
thut = tut, in der That = in der Tat , Theil = Teil,
Mittheilung = Mitteilung, Schaar == Schar, nothwendig = notwendig,



Werthepaar = Wertepaar, Hiilfe = Hilfe, wol = wohl

Abschnitt I, §1: Z ZTd Zahlensystem (ZIuiR) OEHEN, FO&H (1), (10),
(") KE>THASNTNS.
(72U, &ff (II1") BV PFIo (II0) Z2UENERBERLEZBDTH S)

n Grundzahlen ey,...,e, A% Zahlensystem A %35 &9 % (Zahlensystem L’.%é%
BEZSNTWRNWOTYESTA ENWIELEHFEE5A3) .
Zahl L1, z=ze1+ - +zpen €Y, z,€C, DT .

e Productgleichung (D E#H)
(0 ' =zu, = Zafd zry (4,k,l=1,...,n) (al; IZHEETE )
k,l
e Bedingungsgleichungen (§f43X)
(I1) Zaimail = Zafwafm (i,k,l,m=1,...,n) (RO#HEAH)
S S
Die Division als zur Multiplication inverse Operation &R XT, AR zu=y %

() DFTHEIRL ELT, 20N, z=yu! £EiF u=a"ly LT, —BHK
RETHEDDOEGBELT,

(III) keine der beiden Determinanten \ Z ailw. , l Z ailz‘k\ (3, k,1,=1,...,n)
1 k
identisch verschwinde,

EEITTVWS. LML, THZE-> T, FRBONBIZMMZMTINABZRL, Ei3E-
Tz,

GEARR) L0 () % A K0T BREEMRT D, TabS, MEEK o, ~
DEHEELT, KO (IIT) 2ERL TN ET3:

(III) $% u BEUz KHLT iZailul‘ £0, |Za;;lzk| £0.
; p
IhERDEETEBD. A DEERIERER r - p(z) &FE, GEA () &BZ
wo Au) EBEL &, R () RO L SIS :
(II1")y Que ) Mu) ERl, 2D (JzreA) p(z) ERL O
RER L1, (O17) i [ZTRMBERMTH D ENH I EERIFERND TN,

Abschnitt I, §3:
Eine lineare Form der zahl z &1

g(:l?) =0T1+ -+ Gnln (1'1)

THBM, N, g(zu) = g(uz), ie., g([z,u]) =0 ZiE/zT & &E, g & Polareigen-
schaft 28D, W, TOLT&RER

> gialy —al) =0 (i,5,k=1,...,n). (1.2)
g



IN% eine Zahlensystem entstammende Form mit Polareigenschaft & XA\

gi = Zafs LB, (1.3)
z giaﬁcl = Z afsaﬁcl = Z aziafs = Z aﬁcsafi ’ (1'4)
3D, kIRDERKT, (1.2) REWET. - T,

Satz 6. FEZILRIX, Pla< &H 1 DD Form mit Polareigenschaft Z¥FD. O
EEM) 1.2, T(Vi)g; =0 &3 &30 on?) ERIEL THLD.
glzw) = > (Z aisazsi) Thu =Y (Z aiska) (Z afiut)
1<ki<n i sk 1
— tr{p(@)p(w) = tr(p(Wp®) = tr(plaw) = x(pluz)  (L5)
= tr(A(u)A(z)) = tr(A(@)A(u)) = tr(A(uz)) = tr(\(zu)), (1.6)

THD. &F (") TE->T, FRIRE p & X ITHLT, p(z),p(u) PER, FTAIF,
A(u), Mz) BERI, &722 z,u BFETS. LAL, TNLETT, WK (z,u), = g(zu)
7% non-zero THHEMN, FBILLTHD LMD, NRPNBEAIM?

TLr=x1e1+  +Tpeg WHLT, u Bu=T1e1+ - +Tnen &, DT EHHE
27, BEEM of, OUERINSRNDT, BIIDEAIN? O

NROBA : g2 (1.2) BMETELT, (z,u),:=g(eu) £BLE,

(z,u), = (u,z), CHHRZNED, (1.7)

(zv,u), = (z,vu), . (1.8)
(v DAETER A(v) D contragradient A% ZEEMH p(v) ),

(zv,u), = (v, uz), (x DELER p(z) EHER Mz)). (1.9)

ISR, RM () OFREZEKTS.
() Lo (1.8), (1.9) ReFEXHAID L,

AWz, u), = (2, p(V)u),,  (p(2)V,u), = (v, M(z)u),. (1.10)
@RIERIRER %
(p-N(2,9) = p@)Ay)  ((z,y) €A xA) (1.11)
TEHETS. TTTE Mw) = M\v)\(u) (BER) THBIEKBEE. T5&,
(- Nz, 9)u, v) = (u, (p-A)(2,9)v) ((2,y) €A xA). (1.12)
A DESFZEM V I LT, TONBICETIERHEME VL LB

Vii={ue; (u,v)g=0(veV)} (1.13)



THE, ROEER2ES. ZOFEIL, A 2EMATSBOENICOMTHEEITMERS
A ORLATHHEN N BIETTHS. Abschmitt IV BHR) .

BE L1(EHEM). o OWAEM V A M) (z € A) TAE OWFREENWD) A5
W, TOBEKHZEM VL d p-AETHS. £, VI p-AREARSE, V5 IEAARET
H5B. IHI, VI (p-N-AEREE, VD (p-\)AETHS. a

Abschnitt II, §2:

die charakteristischen Gleichungen des Zahlensystems % p(u) & A(u) OEAHER
ELTERT D :

wz =zu, ie., (Mu)-wl)z=0,
E5T, »Zailul—wéik =0 (,kI=1,...,n); (2.1)

wr =uz, ie, (p(u)—~ wl)z =0,
£oT, ‘Zafkuz—wéik =0 (i,kl=1,...,n); 2.2)
i

no__ n—1 RS . =0 ,
Thbb, { W AT () (2.3)
W — g1 (w)w ! 4+ £ ga(u) = 0;
wiZu Z2RATEE, ROEERXRZES
{ W= A o fy(u =0, 2
" — gr(u)u "t 4+ £ gu(u)ul =0.

Abschnitt II, §4:

die Ranggleichung eines Zahlensystems ZE#HT 5. Zhid, BHEABRAN SR
(2.4) KL D HBRBMEL, IEXRLBBENHOEESTNS ¢
ENMDucd T, ROKIIAR>TWzEEEL (m B/ ¢

—hu™ 4’ =0, (2.5)
T, u%w TEBEHRXZKAE die Ranggleichung eines Zahlensystems & &K :
™ hw™ 4 kb, =0, (2.6)

Abschnitt II, §5:
die Killing’sche Gleichung eines Zahlensystems ZE & 5:

wz = zu —uz = [z,u], ie., (- Ad{w) —wl)z =
J:'DT, iZakl—alk U[ 1];&)':0 (i,k,l=1,...,n).

Satz 28. Die Killing’sche Gleihung eines urspriinglichen Zahlensystems ist die
Wurzeldifferenzengleihung der Ranggleithung. ’



Satz 29. Die Anzahl der Grundzahlen eines urspringlichen Zahlensystems ist gleich
dem Quadrat des Grades der Ranggleichung. (37205, n=m?)

Satz 30. Die Basis jedes urspriinglichen Zahlensystems vom m? Grundzahlen so
gewdhlt werden, das die Productglethungen die Gestalt

T = chuwk (4, k,I=1,...,m)
1

annehmen. (T1H5, M(m,C) ERMITRDLDICERERTED)

Abschnitt IIT (&H#8)

Abschnitt IV [E5CR 2 WEMELITTER M(m,C) (m € N) OERICE TS &0
SHREEZTHDMN, A DRLWHHEIRLE EHBDO) BAIRETHD, LB
bhs.

(%48)

1. ZRREFTHFOFARICOBEENEZ SN TR, HIHIRE—H B
EBMFTBTELER, TR B ETHEIRIFETEIDITEN, ZOHXT
3B ERETHOR ITULECDODESDEWHENBLETHS. THITRNENSN-T
LEZERBTESA, ABRLANSTXEDBREDEGELADITHRLBIZENX
HIZIz>Tna0T, BELDE [XEAHNEYD] OTIRRWMAEEXTLS. L,
U, Heyer AT &, BICED TRV S LW,

RAERBDICRREEBALTENZAVTEERAT, QLD TELALHEBFETE
5Z¢L%, EFELTHCER# PODOELLFAL TS DIZHRT 5.

2. Frobenius, Schur DFWIICBNTIT, BERMECLTOAHATTHA, HOXE
OPITHEBENTEMNTVNDOT, BEREISHELE %, LML, ZORXTR, B&A
EOMEIL Satz ELTEEDTHD (Satz 1 ~ Satz 51) , RROBILDOLS>TH 3.

3. RMAEREZAD L, FRITENLPIRTHS. &<IT, W (y,v), DRHALE
NEZHATBALTHLS EZ5%, BRAEAZHEOFETIRAL TN EDA, K
RERAIVPFUTF+2RE. LML, RicE->Tid, BRERESEZEAL THRRAR
BRIZHETIOEMBEINo . FLT TRFCBITIES5OHA OBV IH
ZEWA .

%%%%%%%%%%% %R %% %% %% %% %% %% %% %% %

[M2] Berichtigung zu dem Aufsatze ,Ueber Systeme héoherer complezer Zahlen®,
Math. Ann., 42(1893), 308-312.

Das Corollar zu Satz 18 [M1] DFEBANKR+ITHo k. TORITIEHET 5 Satz
26 DEEFRICHE S AT H > DR, TORIT Satz 26 ZEBBIAFHL TN 3.

Satz 26. Die Killing’sche Glethung eines Zahlensystems, das nur einziges begleiten-
des urspringliches System besitzt, ist Potenz der Wurzeldifferenzengleihung der Rang-
gleithung des begleitenden urspriiglichen Systems.



%% %% %P R %% %% %TTR% %% %P %% %% % % % %%

[M3] Eine Bemerkung zur Theorie der homogenen Substitutionsgruppen, 1896
Sitzungsberichte der Dorpater Naturforscher-Geselschaft, 11(1897), 259-274.

§1:
Q= {S0,S1,...,Snr} :n DL BE, Sy BT
u =Sy +u1S1 + -+ Up_15n—1 (HRDT) (3.1)
GE) FamxXicid, Bicid 3aLsidE 0, ZI TR G LY.
T =uzx, RO 2=120S0+2151 + -+ Tn_15n-1 K
u WEERIRE L(u) &L THL :

(1) z;=£(u)z=za’,§,ukz, (h,k,1=0,1,...,n—1)

e Z al el = Zasmakl (h,k,l,m,s=0,1,...,n - 1). (3.2)
ZRNT Tp:=L(Sy): z 22 KDERMWRIND :
(I1) Ty : z, = L(Sk)z = Za’,:la:l
l
S8 =8 = T;T1=T, (§7xbb, RETH2) (3.3)

Satz (BHROLIERIEB). Jeder discreten Gruppe ist eine Gruppe linearer Substi-
tutionen von der Form (I), (II) holoedrisch isomorph (FIBIT# %) .

§2:
Z=H n(u ,u—zluzsz,

szk wyk, w(u):= (bik(u)); (3.4)
bi(u) =Y bhpw,  w(S) = (bly)- (3.5)
!
§3:
SR (S, Sm) = tr(L(S)L(Sm)) (3.6)
S5) = (S § _{n=|G|, S1Sm =Sy DEZE 37
<l1 m)—.ma l)_ 0’ SlSmséSQ@t‘é'. .

[M1] KD DA : 1), 2), 3), 4), 5) ITEE
6) Ein urspringliches Zahlensystem besitzt stets eine quadratische Anzahl von Grundzahlen.
Die Productgleihungen konen in forgende Form gebracht werden :

Uy = Z VjkUsjk (GL(v,C) LFIE).
J

Ih#z THOXRK OB/ITICAHLT, X&f/Hk.



Jedes Zahlensystem, das einer discreten Gruppe entspricht, zerfallt bei
geeigneter Wahl der Basis in lauter urspriingliche Zahelnsysteme.

B o .= C[G) OATER G REE Ry =y (y € A) TEHTS. FHIEH
£E L. R ICL DB REEL &,

A=My,C)eM(1,C)d -, (3.8)

n=1/2+1/12+---. (3.9)

INNSHTLSBEEMKRE L ORREERARL I L) = {L(u) ; u € A} TH
<&,
L&) = V] M@,C) @] - Mw,C) @ -, (3.10)
T, V] REREHEEZRT. (3.8) KBTS M1, C) DEIIN, 1DORKKREE
BzTns.
84 :

ED (3.8)-(3.9) PBEDOEEHERICRVT, B 1ED GL(, C) KK v OF
URBEN, EHE v THEHNhTWS., EE,

(bij) DIER :  xy = byzye (L5k=1,...,0) (R NEEEEERT) .
j

85 :

O FRIEERZ, Jov /8o E=Aciks.
@ Toy /MoL=AoERFERTOy VROMARICHES.

%% %%%%%% %% % %% %% %N %%% RPN %% % % %%

[M4] Ueber die Anzahl der Variabeln einer irreductibelen Substitutionensgruppe,
1896 Sitzungsberichte der Dorpater Naturforscher-Geselschaft, 11(1897), 277~
288,

§2 : u=3,uS etc. LT,

(vz)u = Z Z (Z ajvkTe) by S; = Z Z (Zaitail vkul) x Si,
i sl k,t 1 t kls
v(zu) = Z aiivk(Zaﬁlwtul)Ss = Z Z (Zaiiail vkul) xS . (4.11)
k t,l st kli
RIROBA : o "OLEENSOER (BRIERMKRR L-R) D trace 2ED &,
tr(L(v)R(w) = Y ajal, vkl = > ajayvew =: Qv,u). (4.12)
kst kli,s



PR (v,u) = tr(L(0)RW) = (v,u),x & A ~D G OHREHNERTCFETH
D, EXRNBRBERICEOVRETHS, T7aDS,

(Ad(S,p)v, Ad(S)u) g = (v, u) g (Sp, S € G).

ZOME: 1), 2) HB ,
3) BABTE B =M, C) OBE 1 THI L0)R(w) OFTRENTS 5.

('Uxu)ij = Z VisTstUts, (413)

st

D LORW) D z=(zm) ~DERAZTHS LS EEMATHSE,
XeMyC) ML, X - VXU,

IR, U=RW)|y,ep V=L € M(v,C)). #-T,

|M( C)

tr(c(v)R(u |M( C)) Zvnu“ = (Zvﬁ) (Zujj) ; (4.14)
i j
51T, tr(ﬁ('v l (VC)) Z'vu =v- Zv” (4.15)

M@, C) LT, Lv) DREBELT, RUBENREN v-BIZBHNTWBEDT, OB
WRBEDRER,
u) =Y vy LENND,

4) A= C[G] DHERIERRE DOELKMEN

A= M, C)® - M(v,, C), (4.16)
H-oT ZOHEEREDE, (4.14) BRTKRERS

tr(ﬁ(v)R(u)) = Qv,u) = fi(v) - fi(u) + -+ fo(v) - fo(u). (4.17)

§3 : R Q ERLHANS
kg = 1{Ss; S, = 5,85, EB<.

Q(Sk, S1) = nky (4.18)

[ 1Za(S0)| = |Za(S)| i S~ S,
0 if St 4 S

ni=ng = ﬁ{SS ; Sl_l = SSSISS_I} = ‘Z(;'(Sl)l
Qv,u) = Z Tk VkUL; Mgy =g =1y if Sk_1 ~ 5. (4.19)

PR Qv, u) W v,u TRENORMETHE Ad(G) x Ad(G) TRETHS.



my T S| DREHEDMEK, S, ~ S THEWE, EET.

=Y u, Cv):= > v, (4.20)
Sp~51 Sp~s, 71
HEBOTERETLRE {So,S1,-..,9,-1) £ETB L, _
o—1
Qv,u) =D mClv)Ci(w), mm=n, n=|Zc(S)|. (4.21)
=0

FIT, (4.17)

Qv,u) = fi(v) - fr(w) + - + fo(v) - fo(u),

LT s L, REFD:
BEm) BHRB[OBHE=HRBOBYK): p=o0.

84 :

BROBERXBERZES: vy= £fi(Sk), v = fi(S1) &BL.

filu) = wvipuo+vinur+ -+ Vip_1Un_1 (4.22)

= v Co(u) +vi1 C1(u) + - + v4,6-1 Co-1(u) (4.23)
(1<i<p=o);

filv) = vigGCy(v) + v Cy(v) + -+ +vj 51 Cp_y (v). (4.24)

p—-1

LHELRLT, Qu,u)=)Y mCiv)Ciu) EHEBETSE,

=0

M2 (BHEROBE3ME) :

(\
—
—

EREINS

o
R?) mY vhug=néx  (Lk=0,1,...,p—1), (4.25)
i=1
p
ERIROETHB. ELLE, ) vhvw = udy, (4.26)
i=1
p
D S8 = b (k=0,1,...,0-1) BLWVID (4.27)
i=1
D' := (di;)1<i<p,0<5<p-1, Gy = \/ fz = —fz( Y,
D = (dij)i1<i<p,0<j<p~1, dik = ‘T'L—fi(sk) = ﬁfi(sk)a LE<E
‘D'D=E, (#LW\R) (4.28)
L ZIMSRBRTATTIREBEGRIIE > TRAZ2E~

D''D=E, (. mm =n) (4.29)



le. dgkdi’k = 5ii’ s (430)
k=0
p—1
e, Y mfi(Se) fo(Sk) =ndiy  (ERBKR); (4.31)
k=0 .
p—1
ERASP)5) Z my Vzl‘lel = ndi (i,k=1,... ,p) ) (4.32)
=0
p—1
ie. Zmlfz( )fk(Sl) =ndix (1,k= 1a"'ap)’ (4.33)

0
ZE:  IARBELE W2) RCEEEE @LLTED I
§5 :
EEOMBIOER  (dim fi)|n, n = |G|, WEOEKEBEREHNTEINTVS.
#H3 (BHRADRTE ¢ DRABOWE) :

(BEEBE) S, WLBITERDT, fi(So) = ko RIGEE £, BRDERRBEDOKT vy =
dim fy THB. EHIE, %F (FH) IRBEOBCBOIRERT.

BESL EI=01...,p- L ML, mum=mfe(S) =) _fs(Sy)
paN v, = dim [ TEIDYINS. 2, m;:="'5 DOHRBBEDOAEL .

SRRADIA : Qv,u) D v Z v =wv TEEMRAT, w & v ITHTS Qwv,u) D
Discriminate (H5I3X) A(Q) 2K S. T, ug,...,un—1 KBTS n ROEKTH
%, IFEL, 175 A = (aij) TRES 2ABROHFIRNEITHAR |4 DT ETH5S.
E

Qv,u) = f1(v) f1(w) + fa(v) fa(u) + - + fo(v) fo(u). (4.34)
FIT, HAREE £ (v) ICHRL ZBERERBOFFIERE (b)) ETBE,
me w)bpi(v) (k5 =1,...,01)

- T,

=" bu(v') me Yori(v) (i, h=1,...,01).

LT, fot)),..., fo(v") 'C““E)lﬂ*i'(‘%@, wEvD2KERELTD Q0 u) DHBI
XAQ) W, p EOFEHOHINRDOETHEMNS,

A(8) = const. f1(u)™ fa(u)”® --- fp(u)”. (4.35)
ﬂﬁji Qv u) Z,nzC’l ) l(u) '@567)\‘5,

—

Q' u) = ) nC)Cw) =) nCiW), (4.36)

©
—
©

T
=)
i
=)



ZZW, y=nClu), LI, v =npCo(u) = nup.

v' = wu ¥ wg,v; KOEBFBERDOT, w,v D2RERELTD Q@ u) DHFIXIZ
VoseeesYpo1 KOZBBREERATHS. 2O 4 OREERDLD. THE CH(v') =
Ch(wv) DHIFIKITHMIR 5780,

Cl(w) := ESPNSI—I v, THBINH5,

!/ ! !
Co(v') = vp = wovo + w1vr + -+ + Wn-1V(n-1y,

ZZZ, vy id Sl_l =Sy DRETHS:

vzzl’uz&:zlvysl_l.

(1) Sl*l =8 DEEWE, I'=1T, wo =wpv;
(2) S #ES DEXITR, U AL T, wop +wpy BRTIIRD;
WoT, 2.KHRK Ci(v') = Chwv) DRI, (2) ORT OREEAEED & E1F +1,
FROEEITE -1, THD. £oT, yf OFREIL £1 TH5.
T, v KATHHER
AQ) =0

#EZ5HE, BEET, BEROFBEN1 THD. - T, L<HASNTWBRERIZELS
T, ZOHFBRAOBIIRENEBRTHS.
—%, (4.35) RERDE, AQ) & fi(w),..., folu) KEHATS 1.RRK
Yo+ gyt R p-1Yp-1
(437)
Yo+ Mot YL+ Bpp—1Yp-1,
DEDEITH->TNS. ZTh5D LARDOERER, RENBKTHS.
BB (FH) © (4.37) O—RARRNT, 40,71, --,%p-1 BHUEKEEXD. £C
T, i=1,2,...,p—-1 XL T,
=17 =0(#14), or v =dx, (4.38)

EBITFIR,

A(Q)[44 (4.38) = 1I-[ (Yo + pipi)
<p<p

&7&6@?, —HMid, —M2iy -y T Hpi pi, :@ﬁ&ﬁ@*ﬁ& LT{’E&W%&T&% (*“g)
FIT, §4 D (4.22)-(4.23) AN 5,
filw) = viuwot+viaur+-+vin-1Un-1
= vy Cou) + 141 C1(u) + - + Vig-1 Co-1(u) (4.39)
::K’_, nk’[ = ﬂ{Ss ) Sk—l = SsS[Ss—I}- @2_‘:

Bt vy . Ba v
n Vio o my dim fz

(dim f;) - pgg = my - vy



ZZT, py BREMEBEENDOFEE, DARERTHS. £o7T, my-vy i3 dimf; T
DN, ' (668 4.1 SEBRAEDY)
GEB) : va = fi(S) W (dim fi) - 28" o 0
$72, (4.32) i

my

p—1
ZszllczViz=n5ki (i,k=1,...,p).
1=0

ORI, (dimfi)(z u,'du,-l) =nb  (hk=1,...,0).
1

T, k=1 LBL. 3, vuag B (?) 25, (dimf)ln B305.
($53@ 3 DELEAE DY)
(B3 [M3], [M4] [Cx3 2 R%48)

1. Molien D71 77 OEEHML, TMHAENERE RLOEETE L -R) &%
DR Qu,v) = tr(L(w)R(v)) ZHBHLT, +ZARAALEZETHS. T0H
EIZ72>TW2 DR (3.6) DABE (u,v) = tr(L(u)L(v)) THD, #WX [M1] KBIT2BH
W (u,0), = tr(p(u)p(v)) KDBNZHDTHS. ZhiZF5HL<EDND 2(G) Lo
f2-norm &3, Biz-oTW3B. LML, Molien ORI+ D E<H#EEL T, FIHAE
BAROXERRER (Lo BH1~BH3) 2ITHZHLE.

ZTOHT, BARRL 720D, #a@w 3 BINERBEOLRTIIFOAMEEEIS] A Frobe-
nius ® Schur E 2 BB HETRINSZIETHD. a5, MBELLIETL<HL W,

2. Tdimfy Hn=|G| 285 $abb ENEHORTIIROMKEES] Z&
DFRAR & ITHEBRER > TWS. & ZIT Frobenius 12 &2 [F54, §12] TOFEA%E FiA
N, BERHBEENETNISELS TEETERN. Ei2, BED Schur [S7, 1905] 12
EHHMADBFRALED, INHEBOEBRNEVRICR LI <EBETERN .

FRITHL T, ZZTD Molien DFEBHICHE BGREAIZRIZREMERICEAT I HE
AETTHD. TOXEHICIT L £ BRI (LD REH) H3H0, BEERL TARZWERD.
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[M5] Uber die invarianten der linearen Substitutionensgruppe, 1897 Sitzungs-
berichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 52(1898),
1152-1156.

FEEITAIINT MZEWTHH T, BNENFEAIC W, HELERT, @aWVWAD
FENTHHH, BHTHBT SIZIIRENE DV, website 705, BETZIRXA > F
=35|HLTHL.

[From http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Molin.html]

--------- He studied how many times a given irreducible representation of a finite
group appears in a complete reduction of the representation of the group on the vector
space of homogeneous polynomials of degree n over the complex numbers. He gave a
generating function to compute the number of times the irreducible character occurs
in 1898.



[From ‘Molien series’, Wikipedia]

In mathematics, a Molien series is a generating function attached to a linear rep-
resentation p of a group G on a finite-dimensional vector space V. It counts the
homogeneous polynomials of a given total degree d that are invariants for G. It is
named for Theodor Molien. )

More formally, there is a vector space of such polynomials, for each given value of
d=0,1,2,..., and we write ng for its vector space dimension, or in other words the
number of linearly independent invariants of a given degree. In more algebraic terms,
take the d-th symmetric power of V, and the representation of G on it arising from p.
The invariants form the subspaces fixed by all elements of G, and ny is its dimension.

The Molien series is then by definition the formal power series

M(t) :antd
d
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[M6] Uber gewisse transzendente Gleichungen, Math. Ann., 103(1930), 35-37.
(HHE)

%% %% %% %% %% %% % %% %% %%TT% % %% % % % % %

ee Theodor Georg Andreas Molien (= Fedor Eduardovich Molin)
(1861-1941) DF|WXY R b

[MO] Ueber die lineare Transformation der elliptischen Funktionen, eine zur Erlan-
gung des Grades eines Magisters der Mathematik der physico-mathematischen Facultat
der Kaiserlichen Universitdt Dorpat (master’s thesis), Tartu, 1885, 23 pp.

[M1] Ueber Systeme héherer complezer Zahlen, Math. Ann., 41(1892), 83-156.

[eine behufs Erlangung des Grades eines Doctors der reinen Mathematik der physico-
mathematischen Facultat der Kaiserlichen Universitit Dorpat (dissertation), Tartu,
1892.]

[M2] Berichtigung zu dem Aufsatze ,Ueber Systeme hoherer complezer Zahlen,
Math. Ann., 42(1893), 308-312.

[M3] Eine Bemerkung zur Theorie der homogenen Substitutionsgruppen, 1896 Sitzungs-
berichte der Dorpater Naturforscher-Geselschaft, 11(1897), 259-274.

[M4] Ueber die Anzahl der Variabeln einer irreductibelen Substitutionsgruppe, 1896
Sitzungsberichte der Dorpater Naturforscher-Gesellschaft, 11(1897), 277-288.

[M5] Uber die invarianten der linearen Substitutionsgruppe, 1897 Sitzungsberichte
der Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 52(1898), 1152-1156.
(Vorgelegt von Hrn. Frobenius)

[M6] Uber gewisse transzendente Gleichungen, Math. Ann., 103(1930), 35-37.
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