
Schurの 3論文ド511,ド 5列 ,IS5則 と
Weylの論文IW6珂について

(いずれも1924年ベルソン学士院年次報告掲載)

平丼 武 (京都)

Schurは自身の学位論文 ISl,190Jで一般線形群 CL(れ ,C)と対称群 6"tと
の互いの表現を関連させながら調べた しかしそれ以降は,主として有限群に
ついて研究してきた.1924年に到って,3つの論文 lS511,ド 5劉 ,IS5則 で,群上
の積分を使つて,連続群 (と くに回転群)の表現を調べた その際には,lVeyl
の論文 IW61,192到 も丁度 IS5刻 とIS5則 の間に挟まる形で,同 じベルリン学士
院年次報告 (1924年 )に載つている

これらの仕事の内容とその関連を調べたい

なお, このIW611は直後に続く4編の論文IW68,1925～ '2qの速報である.
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l HurwitzIHur,1897]の Lie群上の不変積分
A.Hurwitzは論文〔Hur,1894で ,Lie群上には不変積分が存在することとそ
の不変式論への応用を論じた.不変積分に関しては,と くに回転群lSaη )お
よび直交群 0(2)に詳しい.2(・ -1)/2次元の多様体である群 SO(η)全体に
Euler角 の拡張により座標を入れて不変測度を具体的に表示し,群全体の体積
を与えた。これを説明する。

2次元 Euclid空間の直交座標を π=t(■ 1,72,… ¬ππ)とする。1≦ α<η に
対し,("α :″α+1)―座標だけを角りだけ回す変換を IL(9)と書く :

乳lpl:(《
11)=(」:L:1;)に:1),ηβ="わ“

≠名α十⇒.
このとき,パラメーターとして,(り,,s)。くs<,<n,すなわち,

(1・ 1)  9o,1;9o,2,91,2;90.3,91,3,92,3;

をとり,直交変換

: En-t(go,r),
: En-z(go,z) E.- t(g r,z),
: En-s(eo,s) E"-z(pt,i En-Jez.t),
:

,

: Er(po.n-t) Ez(gt -t) " ' En-r(gn-r,n-l),

(1.幼

El

島

島

En l

1論文〔HuJには,
用いることにする.

回転群を表す記号が導入されていないので,現代的記号 SO(2),0(η)を



l HurwitzIHur,1894の Lie群上の不変積分              3

を作る。そして次のようにおく :

(13)    S=El島 島 一 鳥 _1=(ra,β )1く。,βく.,

(14)     0≦ 90,θ ≦2π , 0≦ ψr,3≦ π (r>0)

主張 1.パラメーターが (14)の範囲を動くとき,直交変換 Sは群 SO(η)を
被覆する.条件 (14)で書く不等式の右側の ≦を くで置き換えた

(15)0≦ り。sく 2π, 0≦ Fr,3<π (r>0),【SChur ls51,§ 4,p19司 で小修正】

で Sが被覆する SO(2)の領域を Rと書くと,こ こでは一重に被覆されている

主張 2.SO(η )上の不変積分に対して,領域 R上での体積要素は次の通り :

(lo    JR=2・●~1ソ4Π ←hψ.8)rd9…
0く rく 8くη

証明の主要部分.(15)の範囲における イs2:=Σα,β 化ん の計算

(pp 76-77に hmann計 量と体積要素の解説有り)
注.G=SO(■)を多様体と考えてその上の尉eIIlaIIIl計量を

ds2=Σ %し)daら,。 =tObrム……Z″ ),Ⅳ =ππ-1)/2,
1くtJくN

とすると,これに対応するG上の体積要素は

あ =l det(%(■)1/2と 1ぁ2~山 N

である “ds2が a不変ならばあ もC_不変である " 実際,
んcCによる座標変換を0(ん ):多い″′=0(ん ,″),iC,4=Φρ(ん,"),1≦ p≦Ⅳ,と
すると,

4=Σ
oΦ
,90,Od″9,Φ

"o,o‐ O/∂
″の%0,0,

T o,i@')ar', dr', : I,, (I_n*(o(h)r) op"(h,')o n1@, fl) dxdti
tx

故に,RbllaIIn計量の不変性は,次式で表される :

%0=Σ ″%9"●ン)Φ,い,OΦ"0,4
とくに,Φp9(λ ,・)=Φp9(ん )(Zに付き定数)のときには,

eri @) : | *n*(o(h)') op" (n)oqj (A).

主張 3.上の不変積分に対して,SO(η )の全体積 ″ は,

岡 y=詰欄紹紡 【漑輩を兼』1響



2 Schurの学士院での IS511,IS5刻 ,IW611,IS5司 の紹介文

2 Schurの学士院での IS511,IS521,IW611,IS53]
の紹介文

年代 : F■obenius(1849/10/26-1917/8/3),
I Schur(1875/1/10-1941/1/10),

H IVeyl(1885/11/9-1955/12/8)

◆有限群の群指標および線形表現に関する最初の3論文 :

[F531 F Frobenius,あ er cttpeπ cんαraたιθ
“
,Sitzungsberichte der Kё niglich

Preu3ischen Akademie derヽVissenschaften zu Berlin 1896,pp 985-1021

1F54]一 ,あcr ac Pれ 7n」CCtοππ Jer Crdppeη ごθιθ′″ιjηαπιθ,Sitzungsberichte
der Kёniglich Preuζ ischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1896,pp 1343-

1382

[F56]―,Ober die Dastellung der endhchen Gruppen durch ineare Sub
stitutionen, Sitzungsberichte der Kё niglich Preu3ischen Akademie der Vヽis_

senschaften zu Berlin 1897,pp 944-1015

Weylの 1924年の論文 [W611は ,I SChurの :」 じ「ベルリン学士院年次報夕|
1924」 の論文 IS511,iS5列 ,IS5則 “不変式の問題に対する積分計算の新応用 ,
I～ IⅡ "の I,Hを引用し,上記 HIの直前に (Schurの紹介によって)掲載され
たものである。以下では学士院の議事録による論文紹介の記録をコピーする

IS5Jの (学士院会員)Schur自身による1月 10日会議における紹介 :

Der von A Hurwitz anbCegebene lntegralkalkil zur Erzeugung

von lnvarianten laζ t sich im Falle der projektiven lnvainaten durch

eienen einfacheren Kalkil ersetzen  Fir den Fall der Orthogonal_

invarianten liefelt die Hurwitzsche IヽethOde auch eine L6sung des

AbzahlungSproblems Dies gelingt,indem man ir die Homomoト

phismen der Gruppe der reellen orthogonalen Substitutionen eine

Theorie entwickelt,die、 veitgehende Analogien mit der Frobenius_

schen Theorie der Gruppencharaktere aufn・eist

(意訳)A Hurwitzが与えた,不変多項式生成のための積分計算は,射影不
変多項式の場合には,よ り簡単化された計算に置き換えるべきである 直交変
換の場合には,Hurwitzの方法は「数え上げ問題Jの解決まで与えてくれる.
これは,実直交群の線形表現の理論を展開することによって,Frobeniusの群
指標理論の広範な類似を与える



3 後日のHaar測度の論文 IHa,193司 より引用

IS5列 のSchur自 身によるH月 13日会議における紹介 :

卜Iit Hilfe der vOm Verfasser frther entwickelten analytischen

Methode werden alle irreduziblen Darstelungen der reellen Drehungs―

gruppe durch lineare homOgene Substitutionen niher bestiFnmt und

die zugehёrigen Variabelnanzahlen genau berechnet Fir die Gruppe

aller reellen orthogonalen Substitutionen lafst sich auch die Gesamtheit

aller einfachen Charakteristiken angeben

(意訳)著者が先に与えた解析的方法で,回転群の全ての既約線形表現を詳し
く決定し,その次元を精密に決定 した 全直交群に対して,すべての単純指標
を与えた

IW6JおよびIS5司 のSchurによる12月 11日会議における紹介 :

[W61]の紹介. Durch dne MOdilkatiOn der von Hm Schur im
Falle der reellen Drehungsgruppe ent、 vickeltenヽ lethode gelingt es

dem Verfasser, lir alle einfachen und halbeinfachen kOntinuier―

lichen Gruppen das schOn von Hrn E Cartan behandelte Darstel―

lungsproblem in abgeschlossenerer Form zu 16sen

(直訳)Schur氏が実回転群の場合に展開した方法の修正を通して,著者は ,
全ての単純かつ半単純な連続群に対して,すでに E Cartan氏が取 り扱った表
現問題を,よ り完成した形で解くことに成功した

[S53]の紹介. Fir die reelen Drehungsgruppe wird auf analytお―

chem IVege eine UIngestaltung des HupⅣ itzschen lntegralkalkllls

gewonnen,die, wie Hr Vヽeyl durch eine geometrische Betrachtung

gezeiま hat,auch bei allen anderen im Betracht kommenden Grup

pen durchgefihrt werden kann

(意訳)実回転群に対して,解析的方法によりHurwitz氏 の積分計算の改良を
得た。それは,Weyl氏が幾何学的観察によって示したように,ま た他の群に
も適用可能である

後日のHaar測度の論
A HaarlHa,193司 の序より :

文 IHa,19331よ り引用



3 後日のHaar測度の論文 IHa,193司 より引用

l  Der Ausgangspunkt der Lieschen Theorie der kontinuier―

lichen Gruppen,die sog lninitesimaltransformation,、vird bekannt_

lich mittels eines Dittrentiationsprozesses gewonnen; ― (3行分省

略)―  Dieser Theorie steht eine andere gegeniber,die von Hur_
、vitz in einer berthmten Arbeit2 angebahnt wurde,welche man tre■

fend als eine lntegrationstheorie der kOntinuierlichen Gruppen beze―

ichnet hat;diese Theorie wurde insbesondere im letzten Jahrzehnt

durch eine Reihe von、vichtigen Arbeiten gefё rdert,von denen wir

hier nur die schё nen Arbeiten vOn Schur und Weyl erwahnen

(意訳)連続群の Lie理論,いわゆる無限小変換,の出発点は,周知のように ,
微分操作を用いることである.… …… この理論は,他方で,Hurwttzの 有名
な仕事を介して「連続群上の積分理論」への道を開いた この理論はとくに最
近十年間に多くの重要な仕事を導いたが,こ こでは,美しい Schurと weylの
仕事に言及するにとどめる

(23行 日途中より)一  unsere untersuchungen gelten sogar fur

noch allgemeinere kOntinuierliche Gruppen;wir werden im、vesenth―

chen nur annehmen,da3 die Cmppe,mα ηηj」αJιなんθjι れeιttscん ,
SOpα ttbe′ τηごjm Йαθづηeoたοmpαんι

`st

(意訳)我々の研究は,さ らによリー般の連続群に対して有効である :実際,わ
れわれの仮定は「群多様体が,距離空間で,可分かつ局所コンパクトである」
に過ぎない

(30行 目途中より)一 ―…… §4 enthalt einige Anwendungen,ins_
besondere den invrianterl lntegrationsproze3 und dieむ bertragung

derJenigen sch6nen Siztze,die Peter und S、yl iber die Darstellun―

gen der geschlossenen (kOmpakten)Gruppen bewiesen haben'

(序 終わり)

(意訳)§4は何個かの応用を与える とくに不変積分の使用法,および,Peter_
Weylの美しい定理たちを,一般のコンパクト群の表現に対して言い換えること.

解説.1.Lie群の理論によって,L艶 群θ上の微分幾何が整備され,Hurwiz
が〔Hur,1894に より,不変積分とG上の不変微分形式の対応を下敷きとして,

2Gtttingen Nachidlten,1897,S71‐ 90(すなわち,文献表のlHJ)
3Die vorliegende Arbeit ist(biS auf un●・esentliche Abanderungen)die tTbersetzung elner

der Ungarischen Akademie derヽ Vissenschaften in ihrer Sitzung arn 18 Apri1 1932 vorgelegten,

in ung誼scher Sprache"rfaeten Abhmdlung 【この論文は,ハンガリー学士院の 1932年
4月 18日の会議に提出されたハンガリー語の論文の翻訳である】



4 Schur I,ド 51,192到 の内容

不変なRiemann計量から不変測度を作る.例えば,ユニタリ群 υ(■ )や回転群
SO(η)に座標を入れて不変測度を具体的に書き下した

2.それを用いて,1924年に Schurが IS511～ IS5・31で ,既約指標の直交性など
を使つた,SO(2)の既約表現の数え上げを完成させた。その途上にWeylの半
単純 Lね 群に対する一般的な方法の提案があり,それを速報 IW611と して「学
士院年次報告 1924」 に紹介し,lS5司 の直前に入れて発表の便宜を図った

3.他方,Peter―WeyllW73,192Jでは,コンパクトLた群Gに対して,Hurwitz
の不変測度を用いて (Schurド 5J～ IS5司 の方法を踏襲して)σ の既約指標の
L2_ノ ルムを計算し,直交関係を示して,(1)既約表現の数え上げ,(2)五 2(G)

の既約表現への直和分解 (Peter― Weylの定理),を完成させた
4.1933年に Haarが「局所コンパクト群の上には不変測度が存在する」こ
とを証明した後では,上の Pete卜Weylの定理をコンパクト群一般に拡張する
ことは,形式的な議論だけで済んだ (Httrの論文 IHa,193則 の第 4節参照 )

4 Schur I,IS51,1924]の 内容

序文の内容.

■の多項式 ∫(α,2)に scCが作用したとき,ノ (αS,■ )を得るとする。
1.C=σ五(2,C)のときにの (相対)不変式は射影不変という 射影不変
式を生成するために Hibertは Ω―手順 (prOceSS)を発明した Hlbert_storyも

別の微分手順を使った_

2.A Hurwitzは もっと広い群に適用出来る積分手順を発明した より簡単
な場合が,回転群 0:=SO(2)の場合であり,よ り複雑な場合がユニタリ群
狐=υ (れ )の場合である ユニタリ群にパラメーターを入れるのは複雑で,従っ
て積分計算も複雑になる

3.本論文では,uの場合には,複雑な計算を避ける方法を与えた つの場
合には,不変式の数え上げ問題の解法を与えた.

目次.

序. (内容は上に記述)
第 1部.射影不変式

§1ユニタリ変換に関する補助定理
§2射影不変式生成のための積分法
§3Ω―手順に対する関係
第 2部.回転群の準同型写像と回転不変式の数え上げ問題
§4 Hurwitzの積分計算   【Hurwitz lHur,189司 から修正付きで引用】
§5つ の準同型 (線形表現)の 2,3の性質
§6単純指標に対する基本的関係式   【直交関係式】



4 Schur I,IS51,192到 の内容

§7直交不変式に関する数え上げ問題
§8π =2およびっ=3の場合
§9任意の直交変換 lo'--o1n1 >o:so(n)l

内容解説 :

§4.Ⅱurwitzの積分計算.HurwitsIHuJの 主張1,(15)式の修正.
パラメーター (φr3)0く 7く sくれの集合3を次の2条件で定義する : Humttzの

資 3との関係は,φ r。 =ps r ls(0≦ r<S<γ 2),

に8)

(49)

0≦ φr,「+1く 2π, 0≦ φr3<π (S― r>1),

仇β=0→ 仇β=φ lβ =… =φα l,β =0

これは次の多面体の部分集合である :

(S12) 0≦ φ「,r+1≦
2■,0≦ φrs≦ π (S― r>1)

回転 sの表示 : s=Elら … 島 1,
El=ら 1(φ01),島 =島 2(φ12)島 1(蒟2),島 =島 3(φ23)島 2(φ13)島 1(佑 3),
…… )ら 1=El(φ.1,21)あ (仇 3,■ 1)~島 _1(に21)
証明.η次元Euclid空間の枠 (直交基底)κ :={el,e2,一 ,e,ι }とそれを回
転slで回したκ。:={el,eち ,… ,el}をとる。elを El lにより,elに戻し

て重ねると, 」‰曇事κl={el,e∫り,_te,))となる。
その際に,ciが始めから,(c,α +1,一 ,C,}上 に入っていれば,φO,.1=
φl,._1=… =φα l.1=0でよい・
次は,島 2に より,π-1次元の直交空間 {el}■ で er)→ e2とする
同じ様にする.

Schll,の主張Sl.洗 deπ R"膨 υο,3e2ι″西cλι θjηο D“みιπθ ιπ」υmgθた説鷲

Schurの主張S3.([HuJの主張3の修正)SO(γι)の全体積ん2=∫ごSは ,因
子 2ズ・
~0/4を
除いて (Hur宙tzから 2の纂を修正して),

2v2+v-t . nvz

以下

□

(410)

(4.11)

h4" :

hz,*, --

2!4!―  (2ν -2)!'

2ν
2+3ν
 πン
2+ノ
 ン!

6η 暉紛なすつ
/JIStlあ

=

‐

　

　

　

ｒ
Ｊ

２ン＞

′

ノ

2!4!― (

(δ)as(ι cっ )

§5。 つ の線形表現の性質.線形表現を 〃,″1等と書く 不変積分を用いて
次の性質を示した.その方法は PontrJttin著「連続群の表現論」の本にも採用
されている現代の方法と全く変わらない (Schurは すごい)



4 Schur I,lS51,192倒 の内容

I. ∬ 寧 ″1 ⇔  χ″ =χ″l

Π。 つ の任意の線形表現 〃 は完全可約
IⅡ.つ の任意の線形表現 〃 はある正定値 Hermite形式を不変にする
(すなわち,ユニタリ化可能である )

§6.つ の指標の性質。ここでは回転群 つ =SO(2)の既約指標の (み2_ノル
ムの計算を含む)直交関係式を与えている.後日Haarに より与えられた不変
測度 (Haar測度)を使えば,証明も込めて一般のコンパクト群にそのまま適用
出来る 具体的に言えば,以下のように不変積分を使う :び を〃の空間から
輸 の空間への線型作用素とし,

y=ル0カ的あとおくと紛の不変陛雄っζ
任意の オ∈つ に対して,〃 1(ι)ly〃 (ι)=y,すなわち,7″ (ι)=〃1(t)y
これは,yが 〃 とrflと の11関作用素 (intertwining operator)で あることを
意味する 従って,島 =〃 ,ま たは,〃lγ 〃,に従って,y=ιr(I=恒等
作用素)または 1/=0そ して,c=tr(υ )/dim∬
これをもうすこし詳しく言うと,まず不変測度ごsを ぁds=1と正規化し,
表現〃,fflをユニタリ表現にする (§5,IHに よる).そ して,表現空間に正規
直交基底をとり,表現行列を∬(ι)=(ん″)1くニバdullお 〃1(ι)=(んル)1くらバdm〃 l,

を語

υ=ら¨=Cpり .と とるれ o‐ =島 0*=(可て可)であ

H1(s)-'rlfl(s) : (4(thqj(5) ),, .

よって,〃1デ 〃のときには,■2(c)=ι 2(θ ;ごs)において,

(41動 ん″上ん夕(直交)(∀ 9,ブ ,p,づ ), 従って,χ″⊥χ″1

∬1=〃 のときには,tr(び)=tr(Ep9)=年 9,χ″(5)=Σ,鳩 (s),なので,

ん,⊥ ん″, (P,づ )≠ (9,プ )のとき,

|んpt‖
2=

‖χ〃12=1,
diin ir)

ここに,|| ‖は■
2(σ
)におけるノルムを表す.

§7.表現のテンソル積とその中の既約表現の重複度について論じ,重複度
を指標の積の積分で表している.

§8.″ =2,3の場合だが,と くに後者において,三角関数のいろいろな積分
が現れている (実は,既約表現の行列要素にはLegendreの多項式が現れてい
るはずなので,蔭にそれが出ているのかも知れない.)

ｒ

ｉ

く

―
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5.Schur H,lS52,192到 の内容

§9・ グ =0(7じ)の既約表現・既約指標とつ=SO(7ι )のそれらとの関係を論
じている。そして「Hurwitzの積分法の有効性は他の群についても成り立つ」
と述べている.

5 Schur Ⅱ,IS52,1924]の内容
IS52]序文の内容.

1.つ =SO(η ),が =0(・ )の既約表現の分類.ν :=[π /劉 とおくと,つ
′の

双対は

α=(αィ)1<づくν,  αl≧ α2≧ …・≧αν≧0,(α j整数)

によって,径数付けされる。
【平丼注。これは E.Cartanの最高ウェイトに直接的に関連付けられる。】
2.次元公式を,パラメーターαを用いて具体的に書き下した。
3.が =0(2)の既約指標公式,を示した。
2奇数のときには,こ れでつ =SO(2)の既約指標も分かる.
η偶数のときには,り の既約表現Πが zweiseitigeな とき,すなわち,Π γ
S(Π)(S∈ Э

′
＼Э)のときには,Π Iっ 笙Πl(D Π2,Π2笙 S(Π l),デ Πl,となるの

で,χΠlo=χΠl+χΠ2と分解せねばならぬ。具体的な分解まではまだ分かっ
ていない。

序文 pp.29卜299の中の Hr.Ё .cartanに付随した脚注は,schurと weylと
の間のやり取りを述べていて,その意味でとても重要なので引用しておく.

p.299.脚注 1(先ず,Ё.Cartanの論文 ICarl,191司 ,ICar2,1914を 引用し
たあと)

一 Den Hinweis auf dieses Arbeiten verdttke ich Hrn.H.weyl.Hr.Weyl hat

Πlir auch in freundlicher Weise den Entwurf einer ftir die Gё ttingen Nachrichten

bestilnΠlten Note tibersandt,in der er einen Teil der Cartanschen tTntersuchun_

gen wesentlich weiter fiihrt und insbesondere auch eine neue Ⅳ[ethOde zur

Lёsung des DarstellungsprObleIIIs ftir die Drehungsgruppe auseinandersetzt.

IZuSatZ bei der Korrektur.Neuerdings ist es Hrn.ヽ Veyl gelungen,meine Ergeb―

nisse auf kiirzerem ヽヽ石ege abzuleiten und Entsprechendes auch bei anderen

Gruppenサpen Zu erzielen,l

(意訳)一 Ё.Cartan氏 のこれらの仕事について,私に示唆してくれた H.weyl
氏に感謝する。Weyl氏 はまた親切に Gёttingen Nachrichtenに 載せるための
彼の草稿を送ってくれた.そ こには,Cartanの研究の一部を超えるものがあ
り,また,回転群の表現の問題を解く新しい方法を述べている。 (以下省略)
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6 Weylの速報IW61,192到 の内容

目次と内容 (一部)

序. (内容は上に記述)
§1.一般的な前置き

§2.π =2と n=3の場合
§3.一つの補助的観察

§4.全直交群 が の単純指標
Satz IVで ,つ′=0(η)のパラメーター αl≧ α2≧ 一 ≧αレ≧0(ν =
ln/a)を持つ既約表現の指標χαLα2…ανを行列式の形で与えている。

§5。 Satz IVの証明の続きと終結

§6.Satz IVからの演繹

が =0(π )と つ=SO(η )の既約表現の関係について,Satz VI,VH,VIH,
Ⅸ,X,が与えられている

6 Weylの速報 IW61,19241の内容
文頭からの項目 1.の途中までを引用する :

1.  Es ist nir gelungen,durch eineヽ 〔odiflkation lhrer Methodel,

das Darstellun,problem ir alle enfachen(und halbeinfachen)Grup―

pen zu 10sen, einschlie31ich der Berechnung der Charakte五 stiken

Besonders wichtt Sind natirlich:die Cruppe 6 aller homogenen

linearen Transformationen von der Deternlinante l,die Gruppe C

und O delenigen unter ihnen,welche eine nicht ausgeartete schiei

symmetrische bzw symmetrische Blinearfo...1,[″ ″1 0der(ι ι
′
),

invariantlassen Geht man lnit LIE auFdie in■ nitesimalen Gruppen

g,c,o zunck,so bringt das freilich ir die“ integrale"Fragestellung

gewlsse DifFerenzierbarkeitsvorausetz‐ ungen Πut sich; es ist aber

betonen, da3 so ein rein algebraisches PrOblem heworgeht,

das seine gro3e selbstanige Bedeutung hat  Die integrale lヽeth_

ode ersetzt nach dem KunstgrifF von HuRWITZ2 dle kOmplexen

Gruppen O,C,O zunachst durch die in ihnen enthaltenen Grup―

pen Ou,(見 ,つυ unitarer Transformationen Fir C und O、 verden
dabei die hrmenレ″1,(″″)in der G∝ talt zugrunde gdegt:

IZ″1=(21yl―■″1)+― 十(■九yl― yメ1)〔Dimensionszahl η=2ん l,
(″″)=″ f+α′+ …+″:       〔DimensiOnszahl=π l

Dann kommt man,wie Sie im Falle der reellen Drehungsgruppe Ou

ge7eigt haben,mit der Stetigkeit allein aus 」ede der irreduziblen



6 Weメ の速報IW61,192月 の内容

Darstellungen von 62,Q,つ t liefelt ohne weiteres eine solche fur●

bzw C und O ― ― (後略)【平井注 第 1式はすこし変だが,
原文通り】

(脚注 ) l Hr scHuR War SO freundlich,mich schon vor ihrer

Publication in den Sitzungsber  d  Berl  Akad  d  Vヽiss  von

Hauptresultaten seiner Untersuchung llber die Drehungsgruppe in

Kenntnis zu setzen: vgl jetzt a a 0 1924,p 297-321 und 346-

355【注.論文 IS511,IS54】
2もber die Erzeugung der lnvaHanten durch lntegration,G6t

tingen Nachrたllten 1897,p71 【注 論文 IHuJ】

(意訳)Schurの方法
1を改変することによって,私は全ての単純 (かつ半単

純な)群に対して「表現問題」を,指標の計算を込めて,解くことが出来た
とくに重要なのは,当然ながら,行列式1の線形変換の群0,その部分群Cと
つで,これらは非退化な斜対称または対称な双一次形式レ″]または(ιノ)を
不変にするもののなす群である.Lb理論の「無限小群」g,c,0に 移ると,積
分的問題設定では微分可能性の前提が勿論出てくる。しかしながら,純粋に代
数的な問題が現れてそれはそれなりに独立の意義を持つ Hurwitz2の技巧に
従って積分的手法を使うと,まず,複素群 0,C,つ はそれらに含まれるユニタ
リ変換の群 6u,Cu,つυで置き換えられる C,0については,次の双一次形式
の形を基礎とする :

[″り|=(21υん+1-ッ 1●た+1)+ …十 (″んレん―ν九■2ん)IDimensionszahlれ =2ん l,

(2″)=・′+ι′+… 十●:     IDullensbnszahl=J

そうすると,実回転群つυの場合に示されたように,連続性だけが問題となる.
6t,Q,Otの 各既約表現はそれぞれ容易に●,C,つ の既約表現を与える.

(脚注)i Schur氏はとても私に好意的で,Sitzungsbenchte der Berhner Akademie

der Wissenscha■ enに印刷する自なに,彼のIJ転群に関する研究の主要結果を私
に知らせてくれた。それらは既掲載の 1924,p297321と p346355で ある
【注 論文ド5J,iS5刻 のこと】

項目 1.の解説.複素古典群と呼ばれる 6=SL(・,C),C=Sp(2ん ,C),つ =
SO(2,C)と そのコンパクト実型である 6υ =Sυ (π),Cu=助υ(2ん ),つυ=
SO(2)に 対して,いわゆる「Weylの unitanan trickJを 述べている.すなわ
ち,複素古典群の既約表現 。既約指標を決定するのには,コ ンパクト実型のそ
れらを決定すればよい, という原理である
この際には,単純かつ半単純な複素群θとして単連結なものをとるのが一
番一般的であり,それが丁度 Ё cartallの単純かつ半単純なLie環の表現論

０

一



6 Weylの速報 IW61,192司 の内容

ICarJに対応する 単連結なコンパクト実型の表現論はCartanの ICar則 がカ
ヴアーする

Cの単連結性はそのコンパクト実型 Cuが単連結であることに対応する
SЩη)(π ≧2),Spび (2ん )(ん ≧1)は単連結であるが,SO(π )(η ≧2)の普遍被
覆群は 2重被覆 Spin(η)である。

本項目 1.では,Ё Cartanの ほかには,A Ymng(1901,1902),F Frobentus

(IF68,190司 ,IF60,190q)の仕事が引用されている。

項目2の解説.Hurw■zは C=SO(2)上のα不変Riemann計量の具体的
表示からC上の不変測度む (θ ∈の の表示 (16)を得た G上の関数ノ(θ)が
G不変であるとき,ノ はCの共役類の上の関数 (類関数)となるが,ノ の積分
Jノ (′)の を,共役類空間の座標を使って表示する公式をHurwLzの結果から導
くのは容易ではない ところが,表現の指標はθ上の不変函数なので,後者の
形の公式は必須となってくる.Weylは (Schurが ぃうところの)幾何学的方法
で,Hurwitzの公式を経ないで,直接次の積分公式を証明した (記述を簡潔に
するために現代用語を使わせて頂く)

0を項目1でのコンパクトLiett SЩπ),Spげ (η )(π =2ん),SO(η )のうち
の一つとする ″を Cの Cartan部分群 (=極大可換部分群)の 1つ とすると,
Cの任意の元θはどれかの た∈∬ とG共役になる 従って,G上の不変函数
∫はその″上の値で決まる そして 9‐ ∫〃とおくと,′ の←不変性は Pの
Weyl群不変性に写る に ,∬)の Weyl群とは,″ :=ルマ,(〃 )/4,(″ ),こ こに,

Nσ (〃):={9∈ σigん91c″ (∀ん∈〃)},
Zc(〃 ):=(θ ∈G;θん91=ん (Vん ∈″)},

はそれぞれ″のCにおける正規化群,中心化群である :

“
・0  ル・ソ9=蒜 /Å0い (→′ごん e=定勾,
ここに,△ (ん)は,いわゆるWeylの分母であって,指標の分数形表示で分母と
して現れる.△ (ん)の に ,″ )のルート系を使った具体的表示が与えられている

項目3の解説.Cartanの Lie tt g=Licc)の既約表現の結果から,
表現はいわゆる最高ウェイトから決まる 上の積分公式(614)を使って,
ウェイトを用いて既約表現の次元公式を表示した

項目4の解説.既 約指標を″上にtll限 したものを χとすると,
(1)χ は Weyl群不変

(2)χ (ん)は 〃の (可換群としての)指標の非負整係数の一次結合である

さらに,島 ag=1と正規化したときの(614)を使うと,
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7 Schur HI,ド 53,192到 の内容

lχ (ん )△ (ん )12dん = 田Ｔ
これら (1),(2),(3)の性質を使つて,既約指標の具体的表示を与えた.

[W611全体への注.こ の速報に述べられた結果は証明を付けて「4編の論
文 IW68,1925-19261に 発表された Weylは これを自分の業績の内でも優れた
ものと自己評価している

また,単純かつ半 11純な複素群 Gが例外群の場合にも unitarian tHck等 々
により同様の結果を得ることを主張している その際には,L縫 環 g=Lie(G)
上の Killing形 式がコンパクト実型 gυ 上で正定値なことを引用しているのだ

が,これは随伴群 Ct=στ/Z(Zは θ2の中心)のコンパクト性を保証するが,
「z tt πl(ct)の有限性」が保証されなければ,Gυ :=exP(oし )のコンパクト性
は保証されない この点は「lVeylの理論」の欠落部分として残っていた

7 Schur IH,IS53,19241の 内容
目次と内容 (一部 ).

序.序 文第 1段落を引用する :

Die wichtigen und weittragenden Ergebnisse,zu denen Hr lleylin

der vorstehenden Arbeit gelangt ist, geben uns auch in delli von

mir behandelten Fall der reellen Drehungsgruppe O und ihrer Er―

weiterung,der Gruppeつ′,die Ⅳ16glichkeit,die Theorie der Homo―

morphismen einfacher aufzubauen, als dies in A II geschehen ist

、ハ′ahrend ich mich genё tigt sah, fttr 7ι  > 3 vOn einem Spezialfall

deS STUDYsChen Satzes iber Orthogonalinvarianten Gebrauch zu

machen,kann man jetzt den allgemeinen Fall in derselbenヽVeise

rein analytisch behandeln wie fur 2=2 und η=3  【平井注
AH=IS521】

(意訳)Weyl氏が前掲の論文で到達した,重要かつ広範な影響力のある結
果は,私が論文 AHで取り扱った実回転群つや全直交群り の表現の理論を
より簡単に成就させる可能性を与える.私は,Studyが η>3の特別の場合に
与えた直交不変多項式の命題たちの使川を迫られていたのだが,いまや一般の
場合を,純粋に解析的に,η =2や 。=3の場合と同様に取り扱い得る

§1・ いくつかの補助的公式

14
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7.Schur HI,ド 53,192到 の内容

下に掲げる有名な Cartanの行列公式を用いて補助的公式を与えた :

(7.→ 島 |=議鵠 ・ いに の
ここに,″ =ol,″2デ ~,0として,△0)=Πκくλ

"κ

―Zλ ).
§2.単純化された積分計算
つ =SO(η )上の内部自己同型で不変な関数,すなわち,共役類上の関数
(類関数)に対する積分公式を与えた。

§3.直交変換不変多項式の数え上げ計算

§4.回転群 Э =SO(・ )の実表現

ある群巧の線形表現の研究において,その指標を χ(s)(S∈ 5)とするとき,
次の 3つの場合を分けて考慮するべきである :

第 1種。その線形表現は実行列によって実現される :χ(s)CR(∀ s∈ 巧).
第 2種.第 1種ではないが, χ(S)∈ R(∀SC巧 ).
第3種.χ(s)∈ R(∀sc巧 )ではない,すなわち, χ(巧 )¢ R.

■obeniusとの共著 IF75,190q序文のp.186によれば,

Eine irreduzible Darstellung einer θηごあcんθη Gruppe tt ist durch

ihren Charakter χ v01lstandig deiniert. ]Die Kentnis von χ reicht
aber,wie wir zeigen werden,auch aus,um die 24琵 der entsprechen…

den Darstell―ung zu bestilnmen. Setzt man nanllich c= +1,-1,

oder O,je nach dem die Darstellung zu der ersten,zweiten oder

dritten Art gehё rt,so ist

D,x(R') -- "rr,R

wo sich die Summe iber dieん Elemente R der Gruppe tt erstreckt.

(意訳)有限群巧の既約表現はその指標 χによって完全に決まる.χ を知れ
ば,その表現が第何種であるかを決めるには十分である。すなわち,c=+1,-1,
または oとすれば,表現が第 1種,第 2種または第 3種であるに従って ,

ΣボRり =cん o=bl).
R∈5

これと同様の命題がつ=SO(2)に対しても成り立つことがド511の結果を
使って示され,Satz IH(p.353)と して掲げられている :



7 Schur HI,lS53,192倒 の内容

IH Isι tt θ
`η

θ j7redυZbJe Cttppe`jπ∽πrんοm“θηer SυみδιjιτιjOπθπ, ′づθ
ごθr θttppθ つんοmοれο7λ づst,υηJ bθご¢τιθι χ(S)dje zυ′θλδttge● jmfacんり
σんαralιθれ,ιtt υοηつ,sο ωづ可

:/χ (s2)aS=1,_1,。 der O,

ブθ ηαC力ご
`m tt eJη
θ σttpe e“ιθr・ 2υθjι

`「
0だer dttιιerス鷲づθι

【平井注】ここに力=ムおはつの (ごsに関する)vOlume
つの線形表現Πをとると,巧 :=Πの)={Π(S);SCつ }とする,すなわち,
巧はΠによる0の像である その指標を χ(s)(sCO)と する.
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8 参 考 文 献
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8 参 考 文 献
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Gruppen durch gebrochene lineare Substitutionen, J. fiir die reine und ange-
wante Mathematik,132(1907),85-137 【有限群の被覆群,と くに表
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