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$1.. Introduction

Although so-call€d Weitzenbtick identity of laplacian had been obtained
in the early nbeten-bundrede, Lichnerowicz iadepen&ntly discovered more

ec<plbit furmula for a epin madbn. Ac{uall5 he uaed it to ha'rnonic analysis

of spinom in [3]. Tben it was geoeralized" which reminds us of recurrence of
Weitzenliick identity.

Wc sLould uot <lufirrr: thc ixitid idrrrtity with thc linal formuls.

ln this paper, we rsvierw as sdf-coEtained as p@ible proof of the g*
eralized Lichnerwicz formula. F\rthermo,re, se quote historical evidence of
Scbtiainger fomula in appeodix I' Weitaenbdck identity in appendix II' re-

sp€ctildy.



§2.PreLminaries

For the convenience of the readers, we recall some notations and de6ni-
tions from differentiel geometry.

Let M be a n-dimeruional Riemannian manifiold, and let g be a metric
of the tangent bundle TM of M , and let V be the levlCivita Riemann
connection of ( M,,g ).

For a vector bundle E over M , we write by F (MiE) the set of all
sections from M to E. .

Each element of C* (M;T M) is called a vector field on M, and let C-(M)
denote the set of all real-valued C--functions on M.

Let W be a vector Bpace, and let q be a pcitiv€ definite quadratic form
on W . Then one can congtruct the Clifford algebra C(W) : Cliff ( W, q ).

Let / e C*(M), dy, a2 € R , S, 51, Sz e C*(M;E), and V, V, Vz

e C*(M;TM).

A -R-linear map Vt : C-(M;TM) x C*(M; E) ---+ C*(M;E)

is cdled s conrxection of E if and only if it satis$es the follorring four

conditions;



(1)▽ルS=∫▽

'S,Wttre▽

,S=▽ E(ス S).

(2)▽,(∫e=7(∫)s+r7,s

(3)▽屁71+.272S=α l▽aS+a2▽偽S

(4)▽ラ(αlSI+a2S2)=α l▽ヲSt+α2▽

'S2・

Let Tホ M be the cotangent bundle of M.Shceび ネ
Θ″=Im(こ 2)Θ ″

=″9′ι(仏 ″ ),a COIllnection▽
E can be thought of a map ttom C° °

(M;E)

tO"(M;7M00=C°°
(M;〃Om(7ν,E))by&mmg(▽2(s))y

=▽ヲS=▽E(ZS)

We mullle that there ottts a ClifFord multipllcath map OJづ (=C())

tom O∞(M;7″③ E)tO σ∞
(ν:E).IIl fat,we慟戯 that there ttsお

a map C:σ Jィメ(FM)―→End(2).

Let Q∈ 0∞(M;TM)be orthOnOrmal inme■ /ector fleld such that

a=a=轟 ,and♂ ca・・(二

「

M)be du」 軸 Of{Q},

where l≦ 0,′ ≦π=酪πM.

Then we価 te by R(Q,%)=▽
ヨ▽

こ
― ▽g▽

凛,2(q,CJleた =Σ 島 んQ,

動=のう=g(a,%),(g″ )=(的 )1,ちな=Σ夕
“
J鴇ぃand町 =Σ 2けむ

is caled the scalaF C― ture of』ビ.In fact,r″ おa inction On M



Let▽・denotes the dual Levi Civita∞ nnection of M.I[▽ ヨ,σ(」)l

=σ (▽≧♂),then▽
Eね called a ChfFord∞ nnectlon of E.

Let△ =― Σ θJ(▽混▽塚
一Σ 鴫 ▽彙)be the Laplacian Of a ChfFOrd

Σ 鴫 撃

n▽E'Wh tt den山 饉 Christogel_。Lsuath L%=

The Dirac operator D2 of E can be demed by

DE=σ J:▽2.In hct,DE can be elcpressed asおこb輛 .

DE=Σ σ(et)▽髭・ThiSお a loca■yexpresdon dDE h aopen neub∝hood

of M.Since DE:C° °
(M;Z)―→ 0∞ (M;E),We denote by DE C E潤 (E)

for h薇与

Under the above notatiogls and assumptions,the generalized LkheE鵡

fomda saF that

DE2=▽ +1/4蹄 十σ(n),where O(わ

=1/2 ΣEσ(et)0(′ )■(et,%)fOr SOme n∈ lLガ(E),

which is a C(I" M) -endomorphism of. C-(M; E).



§3.Lelllllmas

嚇 al・ We hぃに場 =専 =1/2Σ♂女a島:+らglt一 a%),

and▽ L♂ =― Σ凛eた .

Proこ Sinceこ乃(ス Wl■均 (%び)一″,(仏 7)=g(▽υZ″)+θ(Z▽び″)+
θ(▽′%の 十′(Z▽vの 一′(▽″こy)_,(仏 ▽″y)

,and

―,(仏 〔ス″つ+g(Z[Z切 )十,(叱 [仏 И)=―,(仏 ▽y″―▽″7)十θ(И ▽υ″)十

′(″1▽び7-▽′び)=―,(仏 ▽y7)+′(耽 ▽″7)+g(ス ▽wυ)一,(Z▽びI17)+

′("1▽び7)一 ,(″1▽vび),

we have the Koszul fomula as fOllon・ s.

ズ〆躙 准 し7,1'都 %″
)十 均 (%の 一駒 ι リ ーズ仏M昭 )十

二fu=a=et,v=ら =%,and w=al=Q,then we have〔仏yl=
[ス И =[ZИ =0,hence

Σ臀伽 =1/2(aヵ :+ara・ ―a島 ).Thus we have prOved the Lst part.

FOr a proof of the latter pallt,sillce(ら ,♂)=ら お(10Camy)conStant,■
holds that a(ら ,e:)=0.

Now,前 te by▽ょ♂=Σ tteた Thell a(%,メ )=(▽q%,♂)+(%,▽Et♂〉

=Σ場 (eた ,び)+Σ 4(%,e・)=鴫 +4 implies that 4=―場



Thus we have pEtt that▽
為

♂ =一 Σ 聰 e・・ Q・E.D

Lemxna 2.Let V,W,X,Y∈ σ∞
(M;TM)be W“ tOr felds otl M Then

we have

(1)RⅣ,W)X+R(W,X)V+RIX,VI W=0,

(五),(RIVⅣ)X,Y)=― g(RⅣw)Y,X),

(■),(R(V,W)X,Y)=g(Щ Xy)v,W)・

Prod Since▽7″ ―▽″7‐ lV,W〕 =0,and_R(W,V)=R(V,W)
=▽ァ▽ッ‐▽″▽7-▽MИ ,the lett hand side of(1)becoIIles

▽ァ(IW,X!)十 ▽″ (IX,Vl)十 ▽x(lV,Wi)‐ ▽x(lV,Wl
)十 [X,IV,W‖ ―▽7(IW,XH十 [V,lW,Xll‐ ▽″ (IX,Vi)
+[W,[X,Yll=0,

because σЮ
(M;TM)ヽ a hc″彙ф哺 ■m面 面鵡 thc Jacobl idm饉 じ

For a proofご (1),let us recan th乱

W(g(X,X))=g(▽ vX,X)十 ′(X,▽vX)=2,(▽ ″ ,X),

V(g(▽″X,X))=,(▽ ν▽″X,X)十 ,(▽″ X,▽yX),

W(g(▽ ′X,X))=g(▽ 〃▽yX,X)+g(▽ 7X,▽″X).

Hence“ have g(▽ 7▽″X‐ ▽″ ▽7X,X)=1/21V,Wiク (X,
X)

=g(▽1/2MИ X,X)+g(X,▽ 1/2MИ X)=′ (▽ IスИ X,X)



Thus,(R(V,W)X,X)=0,therefore′ (RⅣ,W)X,Y)

=‐ ,(R(V,W)Y,X).

For a proof of(■ ),by using(1)and(五 ),recall the fouowing dght
identi曲

;

g(R(V,W)X+R(W,X)V+R(X,V)W,Y)=0,

9(R(W,X)Y+R(X,Y)W tt Rα ,W)X,V)=0,

g(R(Xy)v tt RIY,V)X+R(V,X)Y,W)=0,

g(R(Y,V)W tt R(V,W)Y+RIW,Y)V,X)=0,

‐g(RIV,W)X,Y)‐ g(R(V,W)Y,X)=0,

‐g(R(W,X)V,Y)― g(R(W,X)Y,V)=0,

‐,(R(X,Y)W,V)― ,(R(X,Y)V,W)=0,

一′(R(Y,V)X,W)― g(R(Y,V)W,X)=0

Then,(RIX,V)W,Y)+,(R(Y,W)X,V)+,(R(V,XI Y,W)
+g(R(W,Y)V,X)
=′ (RIX,V)W,Y)十 ,(RIY,W)X,V)十 ,(‐ R(X,V)Y,W)十 ,(
―RIY,W)V,X)
=g(RIX,V)W,Y)+g(R(Y,W)X,V)+g(R(X,V)W,Y)+′ (

Rα,W)X,V)
=2{g(2(X,y》にy)十g(2(К  ИOX,7)}=0

Thus w bw℃ ,(R(X,V)W,Y)=‐ g(R(Y,W)X,V)=g(― R(Y,W)
X,V)=,(R(W,Y)X,V)・ Q・E.D.



Lem-a 3. We have g (R(q,e)e6q ) : &*i :-F,p;i :-&in : &i* ,

Raiu +Ran * 8ri3r : 0, and B;;kr - Q .

Proof. These follow from lemma 2 . Q.E.D.

I,emma 4. Let R be the curvature of a Clifford connection Vt of a vector

bundle E over a Riemannian manifold ( M, g ), and write by

fr 1 v, w) (x, Y) :e ( R(v,w) Y, x ) .

Then we have

I c (H(v,w)), c(d) j : 4 c (n(v,w)*) : 4 | R(v,w), c(ee) l, and

.\t ,\
R- ll4 C ( R ) : R is aC (T'M ) - endomorphism of C- ( M ; E ) .

Pnxrf. Geurelly, it f<rllows frour Clifford rrultiplicatiorr that

C(et)C(d) +C(er)C(e') : - 2 s (ei,er ) : - 2 sii .

Becarrse of below lemma 6 , we rn&y assume that {er} be orthonormal

coframe such that dt : dti. Hence C(ei)C(ei) : - t ,C(d)C(et) :

-C(er)C (er) for i I j . F\rrthermore, we have a formuia as follows .

C (et)C (et )C (eb) - C (3)C (et)C (et )

一『ｋ〓知

＜

≠

ｋ

∝
（い
ヽ
〓

・
１

〉

ｅ

／

ヽ

孵＞〓・２襲
畔脅ｍ

ｉ〓０に‐〓２ｔ



Hence lC(2(ス 7)),σ(♂】

=Σ ,(az″)Q,9)(σ (び )σ(J)σ(´ )‐ 0(のσ(び )σC))

=Σ ,(2(ZИOQ,θ■)(-2び )+Σ ,(R(zWl年,彎 )(2♂ )

=Σ 4g(2(И 7)住,a)び =4σ(2(И Wl♂)=41R(z71,C(♂】fOr a

fixetl illdc k.‰ t lmm that盤 ―σ働 3ヽ9Ш r M)― endomor

pmm of" (M;E)・ Q・E.D.

血直 恥have that Цq,o=2Q,り

+1/4Σ g(2に ,eJ)e■,a)σ¢)0(♂).

nuェ This』Ыb鵬 ●om lemma 4.QE.D.

Lecnms 6. The pirac operators DB : D C(et) V! do not depend on the

eioice of {e} *d it8 dual basis ( cota.ne ) {J} .

Prcof. t€t Uil , UtI be aother fta,me and its cofta,me su& that fi
: f,bryer, aodtr: E ar; d. Then ,< fi,f >: Dcri bpi 1ey,e. )



=Σ att tt Jl・ =場 rand only rΣ味場=J3r'Which b quident tO

資り鮨)=L neebre,there tt unique intrse熙血偽/
=t%)such that L)t)=I,hence Σ場%=ほ Thus we have

Σ ccrJ)▽男=Σ atj tt σ(び)▽量=Σ JI・ C(♂)▽彙=Σσ(よ)▽凛.

This complms側
『

proof.Q.E.D.

§4.Proof

h this商h,we前
"by 4=▽』(1≦ i≦ n)h brevity.h

OFderわ Shm tt the Laphcian tom the 8quare d Dirac operator DE,We

濶
∝ qの→ (Σσσ)4)intO a stm Jthree parts■ ,■,■

“

('2)2=1/2Σ (C(び)σσ)+σ (」 )σ (び))4為

+Σ σ(び)(43σ(J)~σσ)4)A.・

+1/2Σ σ(び )σ(♂)(44-4J・4)

=■ +T2+73・

10



Iet us calculate the sum of first tm parts .

Tt * Tz : U2 D ( - 2 f' ),+, 4 + E C(4 C(vler) At

rl
-- - D ft 4 Ai + D c("'I- E It c(dtAtLJ
=― Σ♂ ん為‐Σ 1/2← 4 (σ (♂ )σ(eり +σle・ )σ(び))為

=― Σ♂ム為十Σ(Σ 凛♂ )ん

=― Σ♂4為 +Σ ノ(Σ 島4)=― Σ♂ (■島 ‐Σ場ム)=△

Ntt let us oo48ider the third… T3・

T3=1/2Σ σ(び )σC)(Vg▽ζ―▽:▽E)

=1/2Σ σC)σσ)2c,o

=1/2Σ σ(び)σC)iC,ら )+1/8Σ 島崎0(び)σ(♂ )σ(♂)σ(♂ )・

nen,T3~C(■ )

=1ハΣhJllβ l鋼β←いemutatiOn d喘→叩0
c (€P(' 1 c (*ur I c (er(}))- 6,, c(*) - 6trc(d)+ dH c(e{c(d).

11



: t/t[D G&iti) c(et) c(et) + D &;,i c@) c(et[

: t/t[D (-&iii)c(et) c(et) +l n",1tc(d) c@l

: l/s D (-&r,r) ( C(et) C(et) + c(et) c(et) )

: 1/8 X (-&ii) (-2 & ) : ti8 D (-&ri) (- 2) : tl4r1a.

Thus , we have proved the above generalized Lichnerovricz formula .

Q.E.D.

APPENDX I

In 1932 , Erwin Schriidinger had already proved so-called Lichnerowicz
fonnuls. Irr fart , otre car fiud the fonnula (74) in

" Diraceches elektron im Schwerefeld I' ( ; Collected paper vol. 3 ,

p.43&4,60 ) as follows .

APPENDIX II

The origin of Weitzenbilck formula was pointed out by G. de R.barn ( ;

p.131 in " Va,rietts differeutiabltx " (1960) ) . h fart , the f<rnnula (20) $13
S. 397 ( Invariantentheorie (1923) ) reminds us of the so-called Weitzenbtjck
decompooition as follows .

A:V-V+Riccicurvature

12
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/″εな iJ助止…五s……1

- Atleiarag€d eir uld d€cselb€o flntdon (-ISCJ darstelieo,
p.yqqp sie in deo Spurea der @*, reinimagintri etelffiap€dsche
FeldstArken elzcugpo- Das wird so vecmied€o. - Der Realteil von_Spur {
und die ImaginArteile voa Spur li (r. = r,2,3), aus deoen die reellen
Feidstiirken sich ableiteo, bieiben nsch wie vor fiei.

Vir miissen ietzt noch einen Blick auf die reinen uni ti r en Transformatiooe!
werftar die fib gi6 alleia auch uoch zullrsig sind ncbco deo ergllzreo punkt-
substitutionco" Das ejnzige, was at sagen nbrigbleibt, isr, da8 eine solche
uoitlre Traosformation, die rnan vonehneq rvill, sclb,stverst5ndlich nach der
Vorscbrift (Sj auch, ao y auszuffihreo isr Alsdana ist sie vtillig belang- uod
harmlcs. Insbesondere sind die Kompoaenten dei c-Tensoren (52)-gegen

ry "9iliC 
uneopfndlir$; ''''d die Spurteile, iiber die iE (6d v€digt wulde,

*eo$lls.
Die wesentlicheo Ergebarisse dieses Abscbittes sild:
1. lig lesrimmung des Transformationsges€tz es G+) und der kovarianten

Ableitung (55) fi,ic den Spinor.
z. Die Zuordnuog .l.er c-Tensor&omposenten zum Teosorcpecamr nach (57)

und dcc Nechweis, da8 sie wi*Iich slE gEm6hDliche frrisortonpmen6
vom gleichen Reoge tran$oroiereo"

3. Die Aufstellung eiaer rdativ ebficheo Formel (6r) zur Berechrung
der korrarianten Ableitrmg ebes c-Tcoson; einer Foroel, die hauptsechiicf,
uo dcswillen von Intecesse isq weil sie zu ihrer Giltigkeit erfordert &e an sich
willkmeoe

4 Normierung desi€oigrd Spurbesuneaf voa .(, dcc ohae Nor_
miecuog zum Aufueten reiaioagiolrtc dektromagnerischec Feldstukco Anla8
geben wiirde.

$ Z. Dic Dlracrchc Gldchuog.

_ D€r Opetabr t'V, tst einc Io_vaianrc, dlg rnrn passeod als rBemg des
Gradieoteoq bezeichnen kann- Die vemlfueorcioerte Diracsche GbiJhung
ford€rt1

tV*: try, (es)

-! MA'q ldoDle sthaditre! vllrue !do, zu |ryErD.ttisi,rtlqr r&d als lhln Scir. v@ (5, zu
.dlF

t(.y', vr+ V L,l). (66)

Diesct At!d!u* laot sich abc! uofqaca. Da! Vc$chrpiqdao d€! tovaliedctr Abbi$ng vod
?t 6sg! aus :

Vt*_?rVr=_l|rtf].
Dlrrb Vcrit glB cofi06r

-457-



24 Gcsa.oaitzrmg voo 7. April !932- - Miacilurg vord 25. Febluar t1261

wo p eir* u*verse.ll Konseate 
zizrncp: --T- .

Der ::ach der Zuordnuog (S) at t' gehttrige c-Vektor heiBe iSr, also

ish - y*r"rtr. @)
Da die kovarislte Ableitulg des Operators I vcrs&rrindcg reduziert sictr
diei@ige voa Sr oach (6r) ad

iSL,^: /*y* yoyt rl -+ rp* y.t'Vottt ,

Bildet ma'' dur& VerjiinguDg die kovariante Divergenz:

iSl,^-. V^p+nVy+f yof V,9,

so ist dff ecte Summaod das Negativgeoomreeoe, Kooiugiat-Komplexe des
zweitenl, diesec aber ist nacb (65)

ltg' Y.tP '
also reell, wcil y, hermiadu Also ist

Sr,^: o . (lo)

So folgt die Qpdl€ofteiheit des Viercrstroms, dec nach unserer Zuordoung
$7) als c-Veftcor zum koutravarianten MaBvektor gehiirt, aus det Dirac-
Gleichung nnd deo fundaocotatco Gtcichugeo (8) (vgl" Fock L c 5,267).

Virwollco ieat die Dirac-Glcifug ggadricrco, rE das Erg€b'rris Dit de'n
aus d€r sp€zielen Theorie vertrauteo zu veqleichen (dec Kflrze halber wede
y unter&iiclc):

ノ‰ノ7=μ2.

ろメーメ4=― r.,ノ =―呼
ノ

(71)

c67D

FolCreh i5t

4e* vo+v1t'].-r.v1-t aF{ *=r**rre t. (6s)

Di.s i* kcis. beidrot c Ot ccc' 9|r lJlrs tlfu zu turdrla b!4r.ht. Frl irt !!oli.h, k l."r
lEA hf rd LtB Ycrtffrsflsgr cr ar EiE D!@ rir hlbco rfu ob.o b.lqlh$aa, .ls3
&r Pno&fc mfct Tcoacopctlcto u <ha drncr TcorscigrorcSd bato wcoo <tcr lilte Fafr-
tor &o Difts.rti@ lictt cdhai lE n#gF' rtrdc db Y.rrro(hg drr A'r!d!3 (66) doch

ei.dcr auf &ssclbc hilaud4rGo, Ela tdt bld g-lg 8! die Sidlc aoo ? ttct E lr5r.o, das

hciBt, * Ei3tc g:ig els Sptno( tranrforoictco. Vir bleibco dlshalb beid AarsE (6J).
r Dss hcrdilclch. ?olx) xdlzt sich at! (/o },)* ruf dco cf8teo Fattor, dic s.hicfqr /o 1,^+o

ds -(?ori)*. Dfrr db lb.c Uoci!.oY@ichllo.drq Pr46 ni6r. Vcs8tti&c ds! ob€o
zu Ghirirog (6o) iE Trd Bco.&e pwb ard .b A@.*rng ar Ghi.rn68 GO.

-458-



lI24 Schr6diagcr: Diracs€h.s ElcktroE i6 Scbirocfcld I 25

Man vcrtau.rcbe die crstco beideo Falooren mittds Gleichung (eZ) (in der
AreE&rrg) und vemcode' dS nrrh (z) ud (rz)

ノノ=♂′十F. 0z)
So kommt

v,Gtt-+d)v,-r uFf ,'to,: n,.

Ars deoq Verlchwird€n det kovrriantec Ablcituog volr t''' folgt

vh*,-{tv, - rEf ,,.
So hodnt toit ooctmatiger Vaveodung I 

(Z)l:

V*t,V,+{tv,V,* aH_!;f t,v,: t*.
Das zweite Glied ist oach (26) und wegeo der Antisymmetrie der *r gleich

-* sr, @r, . Das cisle ''nd ,ltire (wo oan p dudl A ecwe) vereiaigeo sich

zur wmltgcneinertec Lapleces&eo Opecatim; men 6[1ft qlso sdli€8lirh:

*v,{id'v,-**'Qtt: tr". (B)
Yg

Es ist intecessaat, hier frr @il d€o viel ftiiheq Scfirdeoco Ausdnrck (15)

citr rus€izeo" Dabei trirt dic lrvsrisltc

|&,.,'r'"'
auf. Wegeo der Spnetrie des koverianteu Rieoaanscheo friifinunss-
tcoccs im ccm und zncfoca Ideryaar iEt d8s such gleich

I
16&'"'(t''t''+r'f)'

Veon maa nur - was ich hiec nicht io emenso durctifrhreo wi[ - die syu-
Eftrischco Produtce der *r wfu*lich au$€{bret sodatrtr von dec bekanoten
zyltsdco Symat

R11, r,+Xrr,.,-rR.1,1' = o

Gebrauch oacht, erhilt man scblieSlictr

f&..,.*,r' : -l{,!.n,,".= -4,
―

・コい 。 こ 菫 =…

-#59-



wo R die ilvariante Kriiomuug, Mitlin ecgibt das Einseaea von @^,
nach (r5) ia (Zf) Slgeodes:

芳乙″♂ら一÷―
=ん

♂=4 (74D

In dem dritteo Gliede linker lland erkeont mgo di3 y6hlycrtaslg Einwirkung
der Feldstnrhe atf dca Spircsc, u9{ 3rmr isr io/.; bcreits dcr reine Sprl
aoteil voo @., ebgeliist, d€r also wohl in eigeorlicha Sinn€ als FeHs&*e
zu beueichneo ist und" wie Afurs erwenft, durch die Metrik mch v6[tg ftei-
gelasseo wird.

Das zweite Glied scheint mir von erheblichem theoretischen Interesse.
Es ist fteilich um vielg viele Zchnccpoteozeo zu llcin, uIr e$ya das Glied
tedm IIrDd ersctzcn ar Snn n: Deoa p isr <tie runpoee Comptou-
Wdt€ollagc, lrsg€fih rd'ctr!-'. Iem€chiu sctebt €s Uitemragseoil, da8
in der verallgsaeinertcn Theorie tberhaupt ein mit deo rttselhaften Masseo-
glied gieidartiges genz volr selber aagetmffeo wirdt.

Gcsorotsizulg eom 7. AD'i! t932. - Mirrrilulg volo 25- Fcbrusr
「
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so wie es, die rechte Seite von (l) verlangt go heben sich alle.
Glieder mit den Dreiindizeseymbolen I weg und ee bleibt:

⑨
 lL…

・叶1~亀・…叶lo― L%…叫劇 +…
・…+(-1ンス嘔.… セぃ.l)‐

Hier ist der Tensorcharalder der Z unmittelbar abzulesen, was
bei (l) nicht der Fall ist Hingegen zeigen (l) und (9) in gleicher
Weise, da8 Z albmiert

An GrendEllen heben wir hervor: 1.?:0; aul diesen Wert
voa p, bei dem dann X eine absolute Invariante is! kann die
Definition des Stokesschen Tensors ausgedehnt werden durch die
Fesbebung

(ro) . Yo:H: Er.
Der Stokessche Tensor ist hier ein korrarianter Vektor: der
Arqtn4r.t von X.

?' r:1; hia ist

L亀 一 Lo一 LO=壽 ―
晩

,
(11)

also gleictr der negativen Rotation des Vekton -{".
3. p:n- 1; hier zeigt (9), da8 der Ausdruck

(12, Yrz...* - Xga...*0) - &a..."s + . . .+ (-t;o-t &2...*-trprq
eine skalare Dichte (: relative Invarianb v6m Gewichte Eins) wird-

$ 13. Der Brouwenche Tenror.
Die Operabon D erzeug! aus dnem alternierenden Tensor

!q, .v ror"^{ufe einen ebensolchen Tengor Yo...**, (.p+l)r,"
Stufe: den fuhqschen Tensor Y - D X

D erhnW aho die Stufunzahl um Eins.
In einer metischen Mannigfaltigkeit gibt e6 eine Operation D",

die die Stufenzahl p von X um eine Eiahell ernidrigt und aus
X, . . .. einen alternierenden Tensor (p-l)b Stute Z erzeugt:

(1)・ ・ . 孔 …叫 1=ノ
′
L.…ゥ・

Dieser Zusammenhang wurde f&r den Fall Euklidiscber MaE-
bestimmung (glr:konsQ zuerst von BrowerL) fecEestellt; wir
nentren daher Z den Bruaoerschen Tensor.

り
…

餞
"BttChte 2'Ma1 1906 und ttL Jllti 191■
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Bd beliebigen多 ″ erhalt man z wie folgt:Wir b“ ngen in

ス4.¨ ゥ VOrmt den lndex%n“ 1 0ben:氏L...り_お.VOn
diesem gemischten Tensor Ыlden 宙r die kovaFiante Ableitung

礼 .¨ .4Ъ  um ttnen dannb∝暉

“

h%md=

孔…リ ー為1_.ゥ_,こ 0・

Bei kongbnbr $r gpbt dies 0ber inr):
0)

0
孔:..cP_1=堅宅な

些 +7+…

Z一 ノ′
為 =砧 〒

芳
里

記 響
上
ｆ

D市r.

・…+

Mit den beiden Operdonen J7 und V, dle aus einem albr-
nierenden Tensor /.Stute &,...q den 8lo&aaschen bew den
Brouos sches Tensor er:?eugen :

(4) . . DX:Y D'X:Z
hat man ein illittel zur Hatr4 die Stutenzahl I nach Belieben um

Je eine Einheit zu erh0hen bezw. zu.erniedrigen. lm besonderen
sind Dr-AX tllnd D D'X wieder von -pp" Stute.

Die komblsierte Atrwendnng von 17 und A' aul einen Tensor X
ergibt dne Reihe von S6ken, die zum Tefl bereib von Browt*
bewicen wurden und von denen wir die wichtigsten herausgreifen,

Zunlchet betuachbn w1r einige Grenzff,lle bezuglich der Ope-
raton U.

l. ?: 1; hier ist .Xc ein kovarianbr Vel$or. Nach (2) haben wir

.: Z= 4O:4q,
asO wird hier y′ 為 dne absolut httante far die wir nach
ЖⅡ§12S.334 auch schrelben klnnen:

くり

(0

2. p:ni hier ist X: Xtz..., elne skalare Dichte (vgt $ I
dieses Abcctrnttee), so daE also X:{g eine absolute Invariante
wird. Wir haben nach XIII S 11 S.3:13

Zt8_←1-X12…
"ち,。

~σ・ X12_→0=〆 'X12… ."o

und ffir )fia..."1,1 ertalbn wir nach S 331 :
''....-.--

tl M &wa h^t Z das Vorzeichen (-lf_i.

C)



亀 …霧0=警 一 魂 乃 a…・ ― 魂 為 加…_― …

…一ニッニ
=¨
卜LA=誘 ~X・

平イッ,

oder ween

③._.五鶴".0=銹~

陶競赤dm absoltt lttante,誡 鮨Limgen ttm JЮ

ehen koval働Httn Vektor

ム=坤;'

S 13. Der Brouurcrsche Tengor. 395

auf deF Hhten艶 絶 von(o steht SOmit dne k餌 ぶ ante Vektor‐

dichte und nach C)Vttd:

(10) Zn,-r-r: {16.
Far F=="geht also der a田 幽圏鴫che Tensor y′ x12...“ 饉ber in

eine b■1践Lva七ほ

"Vektordiate,Vtr wissen,daSノ ノ X-O ist;untesuchen宙 r nunノ′
ノ

′X
Nach C2b ist(″ ≧a:

(11)・ ・・ノノX=L崎 。̈ゥ_2=L.… 9_2,QQ00・

Wenden wlr auf』 L...9_8,■ ■0 0 de rdentltt von 3滅 an

cvgL ЖH§ 17S.路L sO kOmmt:

01孔
・"T職

に≫√車霧 LI.l`羊
+

十瑚ちνμ L…θε十瑚らν″為1…γ2.

M口節 山 饉On mit〆 r′3 glbt lintt den Tensor(11)。
Rechお wird

das mte Olied m麓

為..… cP4P″ご00=― L…。物_2,″こ00'
alSO Fdt d∝ ncativen linken seite identtК L Das v"lettte Olied

der reChten Sdte von(la glbt:

不耳ツ=芳等:

0
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瑚

“

ν″L…ヮ報,。る=輝 L…り名Q;一

=膠 夕
L.… 警_2,cν =° ;

genau so ve劇 1哺ndd der letz"Term in(1の und Wir erha"n:

01竃∴塔F.社Iル 1・載|]″二…り,&嬌 .

Vertauschen wir hier recbb im ersten Oliede erst g mit p und
dann g mit /, so indem sich wegen des Alternierens von X die
Zeichen Addition ergibt dann

6Dツ X=Σ 氏 亀 .… q“ ,鷲 ■ L亀 .夕μ― み 亀 ,ツO一 L亀 ,c』・
o

Hier versctrwinden nun die Ausdrilcke in der ecHgen Klammer
wqen der zyklischen Symmetie des Krllmmungstensors. Also
kommtl):

(14) D',D',Xo,...o!= O.

Es gilt also flir die zweimalige Ausfllhrung der Operation J7'
das gleicbe wie bei D.

Wir berechnen ietzt noch D'A X urld D D'X.
Aus (9) $ 12 5.393 oder

DX",,.,q: Xo....qeFr(orl - Xq,*...ry+ttq) * "'
―・+(-1)'X町 .… りし.l)

finden前 nach(り :

01ノ'T韓F身lゴ躍証江1茂…争6。 .

Anderseits gibt O)§ 12S393 aus

D・
Pみ

…印一L…争t■o:

①
lク

ノX=亀…印=亀…Ⅲ粍嵐L…∴。け
Daher erhttt man durch SubLktion:

E(五%…り,6に)0二為ぃり,&0瀞
●.

(-1)″ X..…ヮふ0.
L, L. B. i. Brauwa, t c S. 19.
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Ftt die D"鯰 renzen

亀….ゥ ,tltlo一 L… .り,1,oo=孔 _.り ,thギ

erhal“n宙r nach der ldentlat vOn 3輔 cVgl.Ш §17S.“5):

①肝…
品=瑚%甲

れAltレ
孔ぶす

散油聰n宙r顧er i==%so Wird im ld雛

“

01lede

瑚:,.ッ =4
und daher:

0肝 瑞 F毎 義
鷺電It『"ツ争

ぶ +

Dies bilden wir mit w∝hseindem VOrzeichen mrら ,… .,%und
stten es rechter Hand in(1つ dn.Man erhalt:             ・

%り L_.噴曇i… .年lα絆Ⅲ…%β:+亀…ぁ〒品
=2為

+漑黎気…_2-拓亀ム甲を̈脅。+……K-1)叶七犠孔…仰_l。+

Bis auf das letzte Glied') stehen also rechb nur lineare Kom-
binationen der Xn,... oo. Sind die $r konstant so bleibt nur
dieses leb0e Glied stehen und wir haben')

(2r) ar...q>(D' D - D D")xo...* :1-rrr'€ 62x..'"'ry
drl,

) Ee set atd den Unterschted zwlschen 4q ...w-ti1r1und xal ..."r"atl
hiogrwlesen. Der zwelte dierer Tensorelr edtsteht so: X", . . , "p 

wlrd ko-
I

variant abgeleltet, &r..."pllli dann wird f hh&dgebracht: Xcr... qppt,

dann sird abernals kovariant abgeleitet: Xc,...oppl0l; scblie8lch wird

b€zlglich I und r ve{tugt: Xc"... o*iortl:Xo,...aelfilrlfv.
\ L, E. f. btwt, l. c.
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