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ここでの 主題 は有 限 体 上 の相 円 曲線 お よび位 数 多項 式 とそ の フー リエ 変

換 です。

1 精 円 曲線 の話

精 円 曲線 とは  一 つ の 見方 です が、 x,yの 3次 関係 式 の こ とです 。

1,x,y,x',,,y',、 ',xり,,ty'

の連比で定まります。つまり、9個 の独立な関係式があれば構円曲線はき

まります。下の図は輌面7に FjHす るものです :

例 恒017‐ 44911023!457712394878-の 桁か ら生す る 9個 の点

〔4,41,[9,11,[1,01,[2,3],〔 l,41,[5,7],[7. 11, 12,31,[9,4].[8,71

を通る ,の 3次 曲線は

,(x,y)‐

197820‐ 240108x+72197y+44664x'+2922'D.y3263Sy2‐ 2376f‐2850x,1423xゾキ!892プ

これは、双有理変換 (b■rational tttnsfOmatiOn,Cremona tr)

x=2(644172608475q+5136723997852781388927303‐ 8410787332383レ 18756578p')′

(260119259670q+13638725929011“ 5459フ 289+38602ワ i656512896,93'8289ず ),

y=4(1928801619023890,76088309‐ 3003947794609764p+427240369650q‐ 9378289P')′

(2`0119259670q+1363872592901!745459728913860271656512896p-9378289メ ).

で Wderstrassの 標準形

イ‐メー408026433083562027p104,7926028,362322221X101446

に変形 できます。 図には最初の ,点 の うち ,点 の像が記 してあ ります。 こ

れは 1,pq,p=の 有理式 です。逆関数は

p‐ 3(235436216809v‐ :67273034984x‐ 718309020580)′ (-2376x+381y+5980),

9‐ 142560(-3:196610217624x■ 1337436873200676x+5`841317172501yx

‐105299085457294● 1210907099373349y+5853477,9991∞ |′ )′ (,37`x+881y+5980)'

です。係数の大 きさは別に して構造は思いの外価潔です。少 し一般的な状

況を考えるとこの程度の複雑性をもつた式が登場するのは当た り前なので

す。上記では P,qは 変数 (varlabに )で すが、変数を x,yな どに変更 して

ノ‐f(X)‐ X'408026433083S6202,x10477"60287362322221Xllll“ 6

-6o+08 -4o418‐ 2■08

‐2‐



を考 え ます。 右辺 の 多項 式 の判 別 式 は

dct(f(x))=f〈 x)X P(x)‐ 2わ  3・  5' 112 10621127 15325962264'S297567684959

例 えば 、判 別1式 の因 数 で な い素 数 p‐ 2017を 素 体 (P■me neШ )と 考 えて 法 p

の (剰 余 ,rcsiduo,moduLs)を 考 え てみ ま しょ う。 簡約 (rcduololl)な どの 用 語 が

用 い られ ます 。 mOd Pで は (正 の剰 余 の形 で )、 曲線 や 変 換 は

12‐ s'+14フ Os十 :325,

154+1932x+1602y+290x'+99,x+1654y'+1658x'■ 1184●■423ッ'+1892y｀‐0,

x‐ 2(1507t+1982+1フ 1,s+495s′ )′ (827t+323+596s+1256s'),

y=4(1204+942s+1256ダ +15561)′ (82,t+823+596s11256s').

s‐ 3(1880y+199x+1696)′ (1658x+881y+1946)

t‐ 1370(733x'+1816x+243yxl135'11999J+l137y2)′ (1658x+881y+1946)'

が得 られ ます 。

例 えば 、

Cl  y'‐ χ ttax+b

とす る と そ の判別 式 は

x'十aX+b●)3x● a‐ 4o'+27し '

(こ の場 合 は 2項 式 )で す。 有 限 体 にで は C上 の点 の 全 体 と単位 元 (‐ 無

限遠 点 ,poht at hin● )を 加 えた t)の が 可換 群 (Polllear`Morda卜 wen eloup)の

構 造 を もち、そ の位 数 (order)n,は ,‐ (0,l, ,p‐ 1}と して

n,‐ 1+8.十 P, 8・
‐Σヽ ,ヽ(x'十 aX+brp).

(klp)‐ キlx∈ p:x'=k)1 = (x'十 aKttb)・
い°

mod p c (‐ 1,0,1),i'p>2

で与 え られ 、 これ は 、例 えば

z‐ 27げたが

の 多項式 です 。 ここ だ け の 仮 の 名 称 で す が  構 円位 数 多 項 式 (d“ pnc ottr

pOいOm軋 ebp)と 呼 び ます。 現 実 に は Legendreの 多 項 式 です。 これ は

〈x'+鮮 +b)・ |″

'

の展開の オ の係数の絶対値最小剰余 (にa,absolute vJue rc● due,い vr)で す。

例えば、 Wderstrassの 標準形

y2‐ x'+ax+b, 2‐ j‐ ‐27げ 48'

の場合、p≧ 17で すが

R(1‐2z)‐ F〈 ―■,n+1, 1.2)

o(2)=(l"r)

7.''′
.F(1′

12,5′ 12, |, 1‐z) if p‐  1 0014

2・
・ "`F(7′ 12, 11′ 12. l, l‐2) if p=-l nOd 4

■(z)≦ 25,Hasds hequdiけ

な どが 成 立 します 。 有 限 体 の 定 義 多項 式

X‐X'‐ X(1‐X')、 δ(x)‐  1‐ x・
1

を考 え る と、 p‐ 37の 場 合

y(で+14x+1')Ⅲ Ox(lx')mOd 37‐

y・‐2y'`‐ 16ン ''‐ 3y｀ +8y''‐ 13y｀
2+,ly.1,y'°

_2yン +13y'+3y'′ +18y2・ +9y''+ゞ `‐ Sy7'+9y'■ 15ダ

‐2y'・ +2y`‐ 15y'‐9y｀十Sy・ _y'マ‐,yけ‐18y'_3y“ ‐13y・ +2y'9y' 1ly'+13y・ ‐8y'+3y・ +1`ン '+2ノ y

で あ り、 この 多項 式 の race、 つ ま り、

「

1‐ 36次 の係 数 2が 求 め る で,の で

す。現 実 的 に は 、先ず 平方 剰 余 (=Legendrc wmb01)の 表 を作 り、x｀+14x+17 motl p

の値 を表 で求 め 和 を とる な どす るのは 一 つ の 能 率 的 な 方 法 で す。

以 下 の図 は ,‐ 6n十 ]の と き

(x'卜 k)'り
″
= (x'+k)｀ .x' ‐x“ ‐

 (x')2・

の係 数

Ⅲ‐t(3n)!′ (n!(23)り  mod p,(lavr),p‐ 6■+1,n‐ 1～ 1000

を 記 した もの で あ る。 k・ は 、・_1‐ 0の 解 で あ る。

p‐ (n+1)'n'‐ 3n'+3n+1 ‐ (3(1+2n)'+1)′ 4

で は Poinca l Mordd卜 Well群 の位 数 は加 法畔 の位 数 pと 確 率 1/6で 一致す る。

で+寧+p=o,p‐ 6■+1,n‐ 1 ～ 1000
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ドの図は r+(1+(2n)ツ nF)x卜 Pの 機素数根′)図 ですが、 これは、

図そ ものです。

causs # & /)
これ は p=(a｀ 3b')た と表現 した とき a‐ ±1、 つ ま り、 (4p_l)ハ ‐b`と な る整

数 b‐ 2n+1カ
'存

在す る よ うな pで あ る.要 す るに EヽenЫ elnの 整 数 の 表 な の

です.偏 角 の 分布 は 一様 分 布 です。

y'‐ x`十 k

び)場 合 は ど うで し ょ うか。 この場 合 は p‐ 4n+1と す る と (pl)′ 2‐ 2nで す か

ら

(x`十k).′ '''‐ x'' 十  +(2n)!′ nt' x“ 十  +k｀ ''2

とな ります。x“ trを 除いて、xで の和をとると、mod pで _Iに な ります。

つまり

δ(x)= 1_x''

が x‐ 0の 表 現 関数 、言 い換 え る と、 x=0の み で 1と な る関数 で あ る とい

うこ とです 。 x“
J'か

らの 1が 加 わ るの で す。 だか ら

x'+(I+(2n)1/n!り x+p

が 合 司 c核 とな るの です。 この多項 式 の 1で の値 が p(‐ 加 法 群 の位 数 )に

一致す るこ とは

2+(2n)!′ nl:‐ o

を意味 します。 このjat合 も ζ多項式は Causs整 数に分解することが知 られ

ています .

p‐ a2+b'‐  (a+bl)(a‐ b′ )

です か ら、a,bの うち一 つ の絶 対 値 1で あ る こ とを意味 します か ら p‐ a'+1

の形 の整 数 で す .

y'=x+k

の 構 円 曲線 を もち い て 、 pを 因 数 に もつ 整 数 (pは 未 知 と して )の 確 率 lρ

の 多項 式時 間 計 算 法 と関係 して い る と思 い ます。 一般 に

& = k'"( 1+ (2n) !/o!') rod p, (16v.),p=4n+l,n=l-2500

は、双有理変換



s‐ 2y+2x'■ a/3,t‐ 4xy+4で +2xa■ b

x‐ ‐3′2 (b■ )′ (3■2a),y=‐ 1′ 12 (‐ 54s'‐ 54♂ 8■27r‐54tb■ 27諄 3r)′ (3s12n)'

によつて、

ピ‐sヽ (_9a2_108c)鯰 7 s+2ぽ″7‐ 8o/3+げ

に写 され ますか ら、今の場合は

y2_ミ、 kx

が対応す る曲線です。 だか ら、 この曲線か ら出発 して もよかつた訳です。

確率多項式時間可能素因数 (prObabilistic polynomlal lme colnputabに prhe lactoら

pptc‐pHme)と 関連 して 少な くとも 2系 列

nalnc pnme Family provtbility

Eisenstein p e 3n:+3n+l y'= x1k

Cruss P-n1l y' = x,+k lρ

があることが解 ります.p‐ rキ l,3n'+3n+1型 の素数が無限個存在 (当 然肯定

的)す るか どうかは有名な未解決の古典的問題です。

2 終結式の話

終結式 (resultallt)は 次のよ うな規則 を もつ多項式 (有 理式)の 間の積 であ

る。終結積の記号O,① ,0,… は変数をOで囲んで消去したもので、

F(x)Og(x)‐ rcsultallt(F(x).g(x),x)

である。消去積 (dimlnat10n product)と 呼び、ここだけの記号として用いる。

記号の結合力は加減乗除 (+,,x,■ ‐4… )な どより弱い。

F(x)O ry‐ f(y).y‐xOF(x)‐ F(y)

F(x)()g(x)h(x) ‐ (,(x)()8(x))(F(x)()h(x))

f(x)g(x)()b(x) ‐ (f(x)① h(x))(3(X)C)h(x))

f(X)O(3(X)/h(x))‐ (f(x)① 8(X))′ (,(x)① h(x))

F(x)lB(x)Ch(x)・ (f(x)Oh(x))′ (g(x)③ h(x))

F(x)① (3(X,y)① h(y))‐ (f(x)O(g(、y)① h(y)

また、合成関数に関 しては、例えば

P(h(x))C)g(h(x))=r(y)()s(y):‐ r(y)｀ C)g(y)

k‐ deg(b(x))

な どの性質がある。

例えば、

F〈 x)=x■2xy■ 3,g(x)‐ 十ヾン+2,h(x)‐ x'‐ 2xy'

の場合、

f(h(x))‐ ズ`6x7+12x,`-8x,`12だ、‐xy'+3

8(h(X))‐ f“rプ+4xプ+y+2

です。 また

F(x)0)g(x)‐ y'‐2y'‐ 4y+1フ

F(h(x))Э g(h〈 x))=(プ‐2デ4y117)'‐ F(x)C8(x)'

従って、f(x),8(X)が ンを含 まない場合は h(x)が yの 複雑な式を含む場合

でも

f(h(x))① g(h(x))

は ンを含 まない。

例  双曲幾何の正多角形

種数 1の 曲面の基本領域の、特殊なもので、一つは長方形ですが、双曲

幾何学の観点かみれば、Poincaro cれ たの半径が ∞の場合です。種数 2の 、

つまりこつ穴の compact曲 面の基本領域があ ります。これは双曲幾何の正 6

角形です。内角の和が 2■ ‐360° の正多角形

を描いているとき、たまたま、何個かの新聞に箸墓古墳の航空写真が掲載

されていた。

奈良県桜井市の等基古墳は、邪馬台国の有力候補地 とされ る組向遺跡の



なかの全長約 2801π の古墳 で、墳丘部 分は 第 七代孝霊天皇の皇女の陵墓

として 宮内庁が管理 している。 (記 事 より引用 )

朝 日新聞の記事 (201607)の 写真の 4倍 の拡大画面上では、後 円部の直径

は約 5 5cm、 最長部の長 さ約 95つ 70■ 、最前部の長 さ約 4 Scmで 、 くびれ部

分の長 さ約 2,clllで ある。 この写真 自体 は古墳を真上か ら写 した ものでは

ないが、かな り垂直の方向か ら写 した もので、後円部は円形に近 いので形

の近似 の試案を試みる。 この古墳は前方後 円墳 とい うには前方部は方形 を

な していな くて、む しろ、何個 かの円周部分か ら構成 され てい る印象であ

る。

偶然であろ うが、上記の各部分の数字は半整数 (‐ 整数の半分)な ので 2

倍 した t,の は整数に近い。兎 も角 古墳は古代の人の残 した巨大な絵 文字

である。説文解字ではないが意味を もつている。

以下の図は、円形部の直径 11、 対称軸の長 さ 8、 最前部の直線部分 9、

中F.5の 小円の直径 3と した ものであ る。

図では、対称軸を x‐ 軸にと り、円周部 と対称軸の交点が原点である。半径 3

の円の中心は (1,0)で ある。 大小の二つの円 と直線 を含む部分は、太陽・

月 と例 えば金星 (ven us)、 あるいは時空 の舟、彗星 (commet)で あろ うか。

いに しえの こころは しずか  ひとかたの

おかにのぞみて  いけるは しそ ら

図は航空写真、それ も、垂直な視点か らではないので、近似的な もので

ある。 もとの設計者はチ ャン トした図形 を想定 していたに違いない。最初

に感 じたのは円とそれに内接す る正三角形が接 し円の半径の ところに交点

をもつ図形である。

これが古代 の人の意図 した ものであるか ど うかは知 るよ しもない。現実の

レーダによる反射波の実測 では、蒙丘の前方部は、鏡の取手の よ うに直線

で構成 され ている。 しか し、端点に この よ うな数値が用い られ ているか ど

うかは検討に値す る ことだ と思 つている。少 な くとも当時の鏡のデザイ ン

には用い られ ている。 当時の人々の概念 世界のなかでの数の位 置を知 る確

かな物証であ る (と 思 う)。

みずの もに かがみて うつす すがたみの

かがみに うつ る いけるひ ととき

こ うしてみ る と量子状態で 「すべてJの 可能性があ り 「どれかJを 選択す

るの は 「エネル ギー Jを 要す るよ うに思 える。古墳時代 とは (私 感 である

が)鏡 (‐鑑 )の 「ひ も (組 )が うてな (台 )Jに とって代 わ る時代 だ つたのか

t,知 れ ない と思 う。

さて、 もとに戻 つて、双 曲正多角形、つ ま り、境界円 (Pohcaro chに )と

直交す る円で観 まれた内角和 360° の図形について考える。次の図は、正 10

角形の作図を意図 した ものである。要す るに、多角形の辺 を構成す る円の

中心がその ににあるよ うな円の半径を知 りたいのである。図であるが、着

日す る点に文字 (変 数 )を 記 した ものである。



縦の線は単位円周上の正 10角 形の y座 棟で T"hebychev多 項式

で‐2yx11 0 xキ :‐ ●〆(5‐20y'+16yl)'

の解直線

y(520y2■ 1げ )‐ 0

で 5本 の直線から成つている。例えば、(x.y)を yが 正の最小解 とすると

本の直線は

t=as,t=bに 1)

の形 の 直線 で、 それ ぞれ

[[0,01,〔 1+x,y]],〔 [1,0],[x,‐ y]〕

を通るものである。

y‐ a(x■ 1),‐y=b(卜 1),r■y'=1

これ ら 2直線の交点 [“ ]を 中心 とす る円で [1,0]を 通るもを Cと すると、必

然的に [x,y〕 も通る。 この円 と[0.0〕 ,Is“ ]を 直径 とす る円の交点を [h,k]と す

ると、 [0,0],[、 1],[ヽ k]は 直角三角形の頂点なので

r=ζイ (s‐ 1)｀『
‐2,l

が求める Pohcar6円 の半径の自乗である。従つて、解 くべき方程式系は

[r‐ 2,ぃ ‐as,'‐ b ls‐ 1),y‐ a(x11),y‐ b(x■ ),f"Ll,5‐ 20ノ■16y｀ ‐01

である。 先ず

s=(■ 1)/2,a=ノ (X■ 1),b=y/(x‐ 1)

が得 られ る。 ras,■ b(s‐ 1)に 代入す ると、分 子として

だ か ら、 x,yに つ い て解 く と、

x‐  1′L夕 ‐2υi

こ こまで来れ ば 明 らか で 、

x¬プ ]① 5‐20y■ l"`

の解の逆数が求める半径の自乗 rで ある。両辺 ともy'の 関数だか ら、

x','105‐ 2げ+lげ =(r"lo5‐20y416y')'

である。要す るに 5‐2●y11げ に y‐ 1プ を代入 した ものである。

Tshebylhev多 項式を

で‐2yxl1 0 xヽ 1=●'(5‐20y2+lげ )'

としたのが、む しろ、不 自然なのであって、係数を 1と して x‐ 21r

X'ノ ‐4,オヴx+iox°+l=(プ Sy=+5),2

を考えるべ きだったのである。結果は、y=4‐xtを 代入 した、

y`・ 5y'+S‐ x■ 3x'+l= (xtx‐ 1)(で +凛 1)

であ り、逆数 の方 も (こ の場合は)同 じ、黄金分割 (="■ 1)12.golden ra"o)の

方程式を得 るのであ る。半径 は正であるか ら、『=`± 1が 得 られ る。(r‐ 2/x)

r+ノ・4① ノ‐y"l ② 22・Il

の汁算であるが、終結式は結合的であるから、

+ヾy2‐ 4(Dz:‐ソz+1‐ プ+(X'2)J+l

z'+(ヾ‐2)ノ+10♂+1‐ (′+(x'_2)2+1()ノ +1)'

を得る。つまり、2nl.2r+y t -y, -xx-21+ y t+ y

- lt - 12‐



住(x)‐ z'十 (x'_2)z+|(う ′・十1

が r‐ νxの 方程式である。

[1,‐ (x2)(x+2)],[2,(x'-2)'].[3,(‐ 2,(x+2)(xl)2(x+1ソ ],[4,(x・●
=+2)'],

[5,(x‐2)(x+2)(x｀澪1):(x'‐ x‐ 1)'].[6(x′ 2)'(x'`x'+1):],

[フ ,― (x‐2)(x+2)(x'十 x'_2x‐ l):(x｀ ‐x'2x+1)2],〔 8,(x'‐ 8x・+20で‐16x'+2)'].

[9,‐ (x‐2)(x+2)(xl)'(x+1)'(x'-3x‐ l)'(x'‐ 3x+1)'],

110,(x'2)'(x`‐3で+19r_12ヾ +1)'],

〔11,‐ (x‐ 2)(x+2)〈 x`‐ x'‐ 4x'+3x'+3x-1)'(で十r‐4x'-3x'+3x+1)'].

[12.('-4x=+2)'(■ 8x`+20x・‐16x:+1)'1,

[13.‐ (‐2)(x+2)(で +x'‐5xt4x'+6x'+3を 1)'(x'x'Sr+4x'+6x■3滲 1)'1,

〔,4,(χ
2_2メ

(x°‐12x"+53オ‐104f+86x'24χ
:+1)'],

[15,― (x‐ 2)(x+2)(x‐ l)'(x+1)'(x'‐ x‐ 1)′ (x'十 x_1)'(xt x'`r■ 4x+1)'(x'x'‐ 4r‐ 4x+l)句
,

〔16,(xに‐16xt｀+104x・‐352x・ +660x'672x・ +336x'‐ 61xl+2)'1,

[17,‐ (x‐2)(x+2)(x'‐ xL7x｀ 6x'+lSx・‐10x'‐ 10x′ +4x+1)'

(x'+x'7f‐

`x`+15x.+10x'‐

10マ‐4x+1)']、

〔18,(で‐2)'(x'‐ 4x'+1)'(x'‐ 12xt+S4x`112fキ 105x`‐ 36f+1)'1,

119,‐ (x‐2)(x+2)(ゞ十x`-8r-7x'21x｀ +,sx'‐20xt10x2+5x11)2

(x・ オ‐8x'+7x`+21x'-15オ 20x'+10x'+5x‐ 1):],

120、 (r‐ 4x2+2).(x｀ -16x・ +ll14x°‐352x｀650x1664x`+316x・ 48x'+1)'〕

これ らの多項式は ■が偶数な ら完全平方、奇数 なら 4x'を 除いた因子が完

全平方である。 また、奇素数な ら、平 方根 は既約 n‐ (p‐ 1)″ 次の既約 多項

式の績 で そのガロア詳は c(n)、 つ まり、加 法ll n‐ {0,1,… ,n‐ 1)で あ り、

その判別式は 8(X)08'(X)‐ ずである。

〔3,(rl)(対 1)]

[5,(で十xl)(f‐ x■ )〕

[7.(x'+二 2tl)(、 '‐x',計 1)]

[9,(x‐ 1)(x+1)(r_3x‐ 1)(x'‐ 3x+1)]

[ll.(で ‐x'‐ 4、 '+3x'+3、 1)(、 '十x'`x'_3x'+3x+l)]

[13,(f'x'Sで 4x'“ +ヾ3x‐ 1)(r‐ xlSr+4x'+6x2‐ 3を 1)]

[15,(x‐ 1)(x+1)(x2-xl)(x'十澪1)(xtx'‐ 4x2+4x+1)(x`+x'‐ 4x'4x+1)]

[,7.(x'‐ x'‐ 7x■ 6x'■ 5x¬ Ox'‐ loヾ+4計1)(x'x■ 7■6f+15x'+10x'1い '‐4x+1)]

[19, (ゞ十x`‐ 8r‐7ミヽ 21x｀+15x'20ゞ ‐10x'5x+1)(xtxL8x'十 ,x`+21x'‐ 15x'‐ 20x'+10x'+5x‐ 1)]

これ らの多項式は slnの 加法公式みたいなもので、第 2極 の T,hebychcv多

項式 とでもい うものです .

y1 = z1+ (x1-2) z+ I (rr z"+ t, n = | ^ 6

解 がすべ て実根 で  [2,2]に 入 るので、係数 の順序 を反転 した多項式の解

の絶対値 は |々 4り 大 きい。 以下の ものは [2,2]の 範 囲で記 した ものであ

る.最 初に (自 分が)見 た ものは これ であつた。

あん りゃまあ い ともか しこき あや のは じ

ともの こころね  においそめに き

といって驚 き。後で 「当た り前 じゃん Jと 云つて (一 部)失 望す る。

しか し、 例 えば 、 p‐ 29で は



X・―X''‐ 13、
口+12x・ +66x・ ‐55x｀ 165x`+120x'+210で 、126x｀‐126x｀ +56x.■23x■ 7x-1

9‐ 土l mod pの 素数 に 限 り、 つ ま り、

G(x)‐ ′+(x2_2)2キ 1 2‐ 」+1

mod qで 完 全分解 す るな ど、興 味深 い性 質 が あ る。

C(x)‐ ′+(x2‐ 2)z十 !Ozキ 1‐ (x'4)'mod p

3 有限体上の Iouner変 換

有限体 ら 上の高々 p‐ 1次 の多項式の成す p次 線形 空間を

F′ [x〕 ={a.■ x+&x:+… 十年,xPl a c p}‐ pto p‐ p2p

な どと記す。 もの と しては ,の 元の P個 のケ1の 全体

〆‐ (Fin p→ p)‐ p^p

である。有限 (素 )体 の定義多項式 (deAnhg po″ nOmね!)は

X‐X'‐ X(1-X・り,δ (x)‐  1‐ x''‐ くx‐ 0〉

で、デルタ関数 δ(x)は x=oの 表現関数 (represen“ng Funclon, characle● slc

po yllonila:)で あ る。

qを 法 p での原始根 (pam“ ivc roOt)と す る とき、有限 フー リエ変換 (inite

lou■ er transお m,fFt)

[q卜 FF[x]→ F′ [x]=pへ (「 1)

を次の よ うに定義す る。

f(x)‐ Σ.メ aで ‐a,+&xIぽ十一十
",xメ

に対 し

F(x)[q](x)‐ (l‐x")Σ .口 ″ (1‐ィx)‐ Σ・口F(4)で

と定義す る。 この部分を不変部分空間 として含む。

pへp=ppの 場合 は

[q]:F・・[x]→ F′ [x]‐ p～ ‐p2p

を考えるのは 自然である。 この場合、

f(x) = D., ax = a,+a,x+tux,+... +r,ix',+&,,x"1

f(x) [ql (x) = ( l-x'') (f,,.",."/ ( l-q'x) +a",)

!素 数の

ります。

か ら、固

eigen value eigen vectors

l 2 [-r, l, l, r, o] [o,o.o.o. r]
1 2 〔l,0,1,0,計 b] [2,1,0,1,3a42+b〕

1 [0, -r, o l, o]

1に 応する固有空 lllが 、助変数 ●b.cに 関係 しない ことも興味があ り

有限素体 (■oite panc ndd)は 素数 p個 の元か ら成 る体で

CF(p)‐ F.‐ p‐ {0,1, 、P‐ :)

な どと色々な記法 (nO10n)が ある。
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と定義す る。

δ(x)‐ 1‐ xメ は周期 p‐ 1の 無限級数の最初の ,1個 を取 り出す作用素で、「―

度だけよ」作用素 (oncc On,OpentOら にhidOdakeyo opcratoら にhop)と 「ここだけ

で」呼ぶ。での係 数 が f(1)の 級数 に変換す る とい う意味か ら、係 数変換

(cOerldent“ nsrOnll)と も、また、数ク1の 変換行列が Vandenmondc行 夕1(q')で

あることか ら、Vandermonde変 換 (vandcnnOnde tra lsfonn)と も呼ばれ る。

フー リエ変換 ドの一番基本的な特性 は F・
‐ l、 つ まり、4回 作用 させ る

と元に戻る とい う特性 である。それ故、フー リエ変換は認腋や行動の概念 、

例えば、受臓想行 (“nse,mem00,imo」 ne,aC6∽ ‐SmL受 想行燎 と少 し順番が

異なる)と 深 く関係 してい るのである。変換 [q]の 逆変換は逆元 qに よる

cigcn valuc

1 2 [-r, r, r, t, o] [o,o,o,o,r]
1 2 [1,0,1,0,(8+C)/2+b] [2,1,0,1,3(a■ c)/2+b〕

1 [0,(‐ 1,)′ (ca),α (1+′ )′ (ca),1]

‐16-



変換 [q・ ]の 原 点対 称 ―[q・ ]で あ る。

一般 に、 原始根 の積 は原 始 根 とは な らな いが原 始根 の逆 元 l■ 原 始 根 で あ

る。

例  p‐ 37,q‐ 2

[2]:r(,1)→ P^(,1)

この場 合、例 えば、πの lo進 法展 開 の 36桁 の変換 を考 え てみ よ う。

[3,1,4,1,S,9,2,6,5,3,S,8,9,7.9,3,2,3,

3,4.6,2,6,4,3,3,8,3,2,7,9,5,● 2,8,8〕

対応 す る多項式 は 、

f(x)‐ 8x卜+8x“+2x''+5x'1+9x力 +7xp.2x"+3で'+8x26.3x:午 3x'4+4x:｀ 6xン +2x''+6x洵 +4x'°

+8x・+3x"+2x“ +3xい19xl',x“ +9x“+8x +Sxl・ 13x・ +Sヾ16x●2x=+9'+5オキx'+4x2+x+3

で あ る。 この フー リエ 変 換 [2]は f(2・ )■Od p(絶対 値 最 小 剰 余 ,lavr)は 列 表

示 で

[・ 12, 10, 10,‐ 12,0,8,6,‐ 3,‐5,6.、 9,‐ 5, 16, 16,‐ 5, 17.‐ 5, 1,

15,3.14,‐ 13.‐6,H.3.‐ 3.16.‐ 17,4,9,λ 13,■ ‐5,!6,‐ 9〕

更に、 [2]'の 結果は

[‐3,‐8,‐8,‐2,0,‐ 5,‐9, 7,2,‐ 3,‐8,3,_3,“ .‐ 6,‐2,‐ 6,4,

‐8,‐3,2,‐ 3.‐9,‐ 7,‐ 9,8,‐ 5,‐3,‐ 5,‐6.‐2,‐9,‐ 5,‐ 1,4, l]

[2]の 結果は

[12,9,‐ 16,5,‐ 9,‐ 13,',9,4,17,‐ 16,3,8,■ 1,6,13,‐ 14,3,

‐15,‐ 1,S,‐ 1フ,5,‐ 16,‐ 1● 5,9,6,5,3,‐ 6,‐8,0,12,‐ 10,‐ 10〕

[2]'の 結果は、勿論、元の数列が再生 されて、

13,1,4,1,5,9,2.6.5,3,5,8,9,7,9,3,2,3,

8,4,6.2,6,4,3,3,8,3,2,7,■ 5,,2,8,8]

である。

従つて、例の x・ 1‐ 0の スペ ク トル分解で、

x(‐ 1‐ (xl)(x+1)(滲 ′)(x+′ )

例えば、

(x‐ 1)(x+l)(x十′)‐  (xt l)′ (x‐′)

のよ うに現実に割 り算 を実行すれば多項式になるが、そのまま記せ ば、x‐

[2]の とき

だ か ら、例 え ば 、 固 有値 ,に 関 しては (x,)の と ころ で分配 法 則 を用 い る と

x(ゃ l)(x+1)(x+′)‐ ′(x-1)(x+1)(x+1)

と な る か ら、 (xl)(x+1)(xI′ )‐ (x'1)′ (x′)が 固 有 値 ′ に応 ず る 射 影 子

(prolection)● で す。 勿 論  射 影 子 、 つ ま り、 対 合 (lnvOlut1011)で あ る こ とは 、

((卜 !)(x+1)(x+′))'=(滲 1)(x+l)(x+,)

です が 、 (オ l)'‐ 4x'で す か ら、 1の 分解 (PaF“ on Of uti呼 )は

1‐ ((x+1)(x‐ ,)(x+,)‐ (x‐ l)(x′)(x+i)● (を 1)(x+1)(x+′ )‐,(滲 1)(x+l)(浄′))″

‐ (r_1)(1′ (x・1)+(‐ 1)′ (x+1)十 1/(x‐′)+(′ )/(x+,))/4

か ら導 か れ ます 。 例 えば 、 1に 対応 す る射 影 子 は 、所 請 、 トレー ス (m“ )

で

(1+[2〕 +[2]'+[21')74

です。上記、p‐ 37の 場合では

[0,3. 16.‐ 2,‐ 1,9,‐ 10,6.‐ 18,15,‐ 7, 10,‐ 11,2, 1, 17,‐ 15, 10,

0,-10, 15,‐ 17,‐ 1.‐2, 11,-10, 7,‐ lS, 18,‐6, 10,-9, 1,2,-16,‐3]

これ らの成 分 は 、 あ くまで も仮 に で あ るが 、 次 の よ うで あ る :

value 1 ′ 1

projector (1+x+で+r)/4 ( l+tx-xl-rx!) /4 (1‐xlx2‐ r)/4 (1‐′x‐ x2■,f)/4

sort act・ Fact focl, sensc notc.know hop€, will

例  構 円位数多項式

有限体上の構 円曲線で決 まる可換群 Polncaro‐ Mordcn‐Well群 の位数 を表現

す る多項式 (e10p)が 知 られている ,

family of curvas form polynomial case

(Whock) ノ‐でず +r F(17● S76,1・ x)

Euler ,'= 1(x,+qx+r) F(l14,374,1,x)

Hesse ブIx｀qxytr=o F(1/3,2/3,1,x)

L8end爬 y'=x(x-l)(x{) F (tn,tn,t,x)

xt,り
0.F(1′

12,5′ 12,1,l‐x) P ' 4n+l

x・“'“ F(7/12,H′ 12,1,1‐x) p - 4n-l

(■ l)(x+1)(卜 ′)(計 :)‐ で_1‐ o



これ らの多項式では、絶対値最小剰 余 が意味 をもつてい る。 Haseの 不等

式か ら p≧ 17で は一意的に値が定 まる。

例 Weに rstrass fam‖ yp=199

原始根の一部は

[3,6, 15,22,30,34,38,39,41,44,48,54,68,69,71,73,75,77,84,87,95,97,99,  .〕

ここでは、理 由はないが (何 で も良いが )9が らみで q="を 用 いる。

p=‐ l mod 4で あるか ら、

f(x)=x(″り‖・F(7ノ 12,11/12,1,1‐ x) =

x"。 (188、
1°+22x・ +42xl・ +21x13+145x12+193x:!+124x[° +80x'

+25f+32x'+86x`+136x`+112x`+63x;+143x2+53x+128)

が求める Fuぬ s‐ Legendre polynomhiで ある。 Hasseの 不等式か ら、

ド(x)|く 2マ5=28.21347196

下の図は、係数 (+印 )値 は oで記 した。値の方は Hasseの 不等式を満た して

いる。

[x,f(x)],xcP& c∝ fF(f(x))

フー リエ変換 f(x)[q](x)の 1の p_1乗 根での値の絶対値は常に P,ilの 何

れかである。

3(Z)=y・■p2y+〆 ① y‐f(x)[q](x)○ Lゞl

は「(x)の 値の絶対値が pの ときには、その実部、つま り、 p・ ∞s(0)と して

[‐2,2]の 範囲の実根を もつ。

Ю

８

６

４

２

　

・２

・４

■

■

‐０

上記の図で、

である。 x・ tl

絶対億f=14.10673598の 二つの複素数は

「(x)[q]((‐ 1士N5)ρ )=(ll± 15′マ5)/2

は因数 として、ガLlを もつが、この剰余行列1(reddue matrix)

A=1/p・ f(x)[qlx]xll‐ l=1/p・

‐38,‐21.46,‐6,70, 112,20,32,・ 108,66,26

‐21,46,‐6,70, 112,20,32,‐ 108,66,26,‐ 38

46,‐6,70, !12,20,32,‐ 108,66,26,‐38,‐21

‐6,70, l12.20,32,‐ 108,66,26,‐ 38,‐ 21146

70, 112,20,32,‐ 108,66,26,‐ 38,‐ 21,46,‐6

112,20,32,・ :08,66,26,‐ 38,‐21,46,‐6,70

20,32,‐ :08,66,26,‐ 38,‐ 21,46,‐6,70, 112

32,‐ 108,66,26,‐ 38,-21,46,‐ 6,70, 112,20

‐108,66,26.‐ 38,‐ 21,46,‐6,70,112,20,32

66,26,‐ 38,‐21,鴇,‐6,70, 112,20,32,‐ 108

26,‐ 38,‐21,46,‐ 6,70, 112,20,32,"108,66

は巡回対称対合 (cydに simmetrt hvoh●On,sci)で ある。A2=E

次数 5の 対称巡回対合 (sd)に 関 しては、p=l mod 5に 対 して常に 2個

1/p・ F(1/3,●y3,1,x)[qlx][x'‐ 11,1/p・ F(1/4,3/4,1,x)[qlx][X'‐ 1〕

のみであろうと予想 されている。また、7に 関 しては p=l mod 7に 対 して、

本質的に、常に 5個

1/p・ F(1/3,2/3,l,x)[qlx][x'‐ l]～ 1ゎ 。F(1/4,3/4,1,x)[qlx][X'‐ !]

むf∫ .1

f(x)[q](ch″ i'1'),kep‐
1

‐20‐



l′pF(1る ,5ん,l,x)[qx][x'‐ l]～

|′ p x.'・ " F(l′ i2.5′ 12.l l_x) x(")・  F(7′ 12,11′ 121 1‐ x)

の 2個 と、 これ らで記述 で きな い 2種類 と、

[p‐ 3(attb),a,a,b,a,b,b]

の型 の 5種 類 に限 る と予 想 され て い る。 (7‐sci prOblem,7 sci∞ nlecture)

p‐ 11,13な どの素数 に 対 して も、 q‐ 1■Od pの 索 数 に 関 して は

pェiは 一 定 個数 sci(p)

個 に な る よ うな関数 ,i(p)が 存 在 す る と、今 の段 階 で は 、 予 想 して い る。

sci(5)‐ 2,sci(7)=S,sci(H)‐ ?

4 諸算 法 と有 限 フー リエ 変 換

先 ず 乗 法 との 関 連 の 例 は 一 種 の 積 で あ る 「た た み こみ 」 あ る は 合 成 積

(convollltお n)と 呼 ばれ る概 念 に つ いて述 べ る。

例  次 の 1)の は πの 10進 表 示 の桁 の 50桁 を記 した もの で あ る。

'‐

[3,14,1,S,9.2.6.5,3,5,8,9,7,9.3,2,3,8,4,6,2,6.4,3,

3,8,3.2,7.9,5,0,2,8,8,4,1,9,7.1,6,9,3,9,9,3,7,5,1〕
,

8=[0,5,8.2,0,9,7,4,9,4.4,5,9,2,3,0,7,8,1,6,4,0,6.2,8.

6,2,0,8,9,9,8.6,2,8,0,3,4,8,2.5,3,4,2.1,|,7,0,6,8]

これ は 多項 式の係 数 表 示 (coemctnt Foml)で 多項 式 表 示 (poけnOmiJ Fonn)は

,(x)=x'ヽSf'7た '+3x｀キ9x｀ +`9x''+3x''+9x'｀ 6x'1+xω +7xや+9x“ +で '+4x・
r+8x"

+8x'｀ +2x''+Sx・+9x即+7x'｀2で`+3x'年 8x“ +3r'3x'1+4オ'+6x'0+2で +6x"■4xW+8x"

+3x"+2x“ +3x卜+,x・+7xB+9xP+8x‖ +5xW+3x● 5x'十機 '+2x`■9x'+5r+f+4x'+x+3

で あ る。 積 F(、 )g(x)の 係 数 表 示 は

r8‐

[0, 15,29,34,39,`8, 117, 147, 132, 166.239,204.287.354,335,348,422,41S,392.

506.484,496.501,499,598,525,536,S69,617,617.697,738,72!.672,775,822,

937,853,850,883,924,939, 1063. 1084,992,957, 1!35, 1094, 1054. 1038, 1207,

1107, 1061 1080, 1106,989,958,865,970,919,968,832, 756,811,837.635,733.

759, 714,681,625,603,698,617,537,612,623,492,491,470,371,329,348,334,

346,281,226,284,215,137,2● ,17フ,113,181,126,73,86,46,8,0,0]

各次数 の係数 が所 謂 た たみ こみ (コ ンボ リュー シ ョン,cOwOb10n)で あ る。

この場 合 各桁 の最 大 は ,で 項 数 の 最 大 は 50で あ るか ら Fgの 項 の 最 大 は

81×50-4050で あ る。 上 の 例 で は 1135が 最 大 で あ る。 ,00項 まで は必 要 で あ

る。 1の 101乗 根 を 用 い る と して

p‐ 101■+: >4050

の形 の 素数 は 、

4243, 5051,S`57,6263,6869, 7879, 8081、 90● 1,9293,9697,

の よ うに無 限 に Ff在 す る。 今 は p‐ 4243と し、 茉体 F,‐ pを 考 え る.pで
は x川‐1‐ 0は 完 全分解 し、 それ らの 101個 の解 は

1,31, 85,90,210,228,26S,316 327.459,486,

1で な い解 はす べ て で“_1の 原 始 根 (prin tlК root wtt re"∝ ttO r・_!)で ぁ る。

念 の た め記 す と ■od Pで の原 始 根 で は ない。 q‐ 31と して Fourler変 換 [31]

を考 え る。

'[31]=r(x)[31](、
)‐

[247, 11,0,3381.3934,2フ 83, 1903,709,34Sl,3522,931,0,2264,1584,932,711,

3900,727, 1984.2158,3941,3956, ISS9,2993,3438,382.324, 1627,208, 1510,

1931, 146S,2591,634, 3131 2397. 1130,2903,378,3167, 561, 1083.3,S.2098,

2111,3886.2802, l152.3240, 1296,3564, 1681、  125, 1031, 1258, 1278,2375,929,

3963,2520. 188.38, 1881,503, 17, 1639,2114,3207,3882, 1347,2594,2832,677,

4233. 1183,3!9,3124,3628, 17,9, 1322, 1725,2224, !430. 1823,231.3906,572,

2194,646, 1590,966,2949,2424,76, 1663, 1330,824, 384,2890,3904, 1625, 1808]

8[31]‐ 8(x)131](x)=

[225,608, 1983,2602, 3,36,2921,2675, 1697,416,772,2853,4192.82,2496.2142,

2255,343,31195,2404,35,2, 1005,287, 1790,3768 85',3289,2028,3160,694,3883,

503.2498,2809, 1501,2115,3597, 1146,920,3375,2598.4033.3760,2970,2017,

582.3707.2546,2321,4006,2842, 1735,892.2,2, 1632,2'22.573,935,3967,3751,

3368, 1227,994,3760,2471,2955,28,3221、 288,,8フ 9,4040 281,746,3542, 1314,

2336,847, 1809,912,3666, 1531,687,2533,2055,2234,347,2707,4236,3242.

1461,3554,3235,3466,845,4146.2087,3468,2907,812,2850,3824,2551]

で あ り、 項 別 θ)千賣|ま 1■od Pで

f●8‐

[416.2,79,583,21S2.2705,333,4197. 1007, 131', 1665,0,3340.2598, 1108, 3968,

3004,3267,859,2886.3221,89, 1918,2804,505,663,643,2745,3858,4162,692,

2856, 1,43,3089,2630,3513,4059,326,4077,508.2129, 1692, 150,2336,2158, 133.



150, 1079, 1444,2587,847, 1594, 1182,394,3687.476,3115,3043,906,3359,977.

4196 2,94,3145 3820, 1982,4197,2285,849,216,3793,2351, 125,2767 1524,

2659.2639,3374, 1622,946, 1829,408,2911.3939,2651. 1865,3952. 1614,2533,

2069,577, 1751,444 5,5,4166,788,2093,3,9,301, 1254.2248,67]

で あ る。 [31〕 の逆変換 は 、‐1401 mOd p-42,lal mod P‐ 1095に よ り

‐1/101[1′31]=46[1095〕

で あ る。 従 つて

46f●8(x)[1095](x)‐

[0. 15.29,34,39,68、  117, 147, 132, 166,239,204,287,354,335,348,422,41S,392,

S06,484,496.501,499,598,525. 536,569.617,617,697,738, 721,672,775,822,

937,853. 850,883,924,939 1063. 1084,992.957, 1135, 1094, 1054, 1038, 1207,

110フ , 1061, 1080, 1106,989,958,86S,9,0,919,968,832,756, 811, 837,635,738,

759,714,681,625,603,698,6!7,537,612,623,492,491,470,371,329,348,334,

316,281,226.284,215, 137,214, 1,7, 113, 181, 126,73,86,46,8,0,0〕

であ り、多項 式 と しての積 fg(χ)=f(x)g(x)が ,(x),g(x)の 有 限 Founer変 換 (=

rt)の 項

"l積

の 有限 Fou● er変 換 (“ verse nnhe Fourtr transfomation,iFFt)に 等 しい

とい うよ く知 られ た性 質 を 示 して い る。 計 算 量 (conlp¨ ●o珀l cOmplc焙 ,,

computathnal amounl)に つ い て は 高 速 有 限 rOuHel変 換 (Fag nnite fou“ o

transfoma“on,m)と の関係 は特 に 重 要 で あ る。

例 合成 関数 の場 合

係 数 は適 当 に選 ん だ 次 の 多項 式

,(x)‐ マ+r_x'x`+x'十 К̀+x'‐ X'+X‐ 1

の合成 平方 (compos“ inal squale)1(f(x))を 考 えて み よ う。

(100次 )係 数 表 示で は

F(r(x))‐

x"+9x厠+2'x"+3x・ ‐153、■225ヾ年… +343で ‐123x'447x'-17で+,x4

[、4,7,‐ 17,47,‐ 123,343,-827, 1720,-3170,S188,-7713, 10619,‐ 13557, 16013,‐ 17421,

l'372,‐ 16041, 14003,‐ l1297,7957._4915,3177,-3639,4746.-3741,2830,‐ 4186,5935,

‐5757,‐37.4241,2658,‐55'9,-734,4,63,‐ 5566,‐ 7561, 15169, 12309,‐ lSS38,‐ 15027,

8752,2105,‐ 7053,23246,23449,-39231,‐ 50546,27339,60002,525,‐ 323,9,‐ 10585,

_16544,‐ 18567,4,228,'1343,-34418,‐ 103899,‐ 96'7, 1062`5,51593.‐ フ0004,‐ 66174,

2ワ 1,3,54116, 1161,‐ 31181,‐ 10477, 12517,8687,_2809 ‐4219,‐ 162, 1341,423 ‐225,

‐153,3,27.9, 1、 0 0,0,0,0,0,0 0 0 0 0,0 0,0,0,0,0,0,0]

で あ る。 合 成 関数 の係 数 の 範 囲 の 計 算 は な か な か難 しい問題 です が 、今 の

場合 は 、最 大最 小 は 108899,106265で す 。 例 えば f(F(|(x)))で は

‐539624124407348535546332468834898758353683344716052,

528i45208990995545028840896487860,92198972363186417

で 、 F(f〈 F(|(x))))の 場 合 は 計 算 して い ませ ん が 。̈

以 前 同様 、 例 えば

'm_1を
用 い (少 し余裕 を も って )3∞000>1088… 106265

程度 の素 数 を考 え る。 この範 囲 の 101n+1型 の 素 数 は

3007,9,301183,301789,301991, 302597,305021,30,243,308051,309667,

な どです。 今 は ,1‐ 300778=21011489を 考 え ま しょ う。 xや1l mOd pの 解

は

l,6068, 7296,7910,   ,295155,295389,296626

です 。 1で な い数 は xm_l mod pで の原 始 根 です 。 例 えば q‐ 7296と しま し

ょ う 。  F,‐ 300779 で

'[9](x)―
53141xt∞ +2410,Ox"+63492x｀ 十  +256015x'+257440、 :+116459x+2‐

[2, 116459,257440,2S6015, 185408,227172. 12569, 160332.24566,61735, 149907,

261867,71399,31181, 157968,222111,228109, 161685,261757,204663,79092,

146,89,220704,63227. 161076, 196710,297867,273388,263644, 1942'7, 110259,

266487, 10216.253504,75336, 166035,73234,73385, 190790,97906, 168475,

93579,94799,202872. 123191,228031.63969, 11988.258292, 192946, 1090,

210447.280636.200921,52762. 102173, l1l131,80580, 159489,4962,210674,

13638,212205,21444,,91047, 114034,293300,9860,, 169733,2010SS,280319,

3S,14, 184034, 13552,270410,256420, 161859,45282,296914,269807. 181060,

285307, 18983S,274960.263465,254930. 168608, 110633,94286,235501. 186414,

16954S,3763,276075,SS291, 19762. 149593,200047,63492,241070,53141]

従 つ て 、係 数 毎 に ,(x)mod Pを 計 算 した もの は  例 えば f(2)=629で

やf‐

〔629,1213,9,28203,227555,S1419,145308,167481,8463,66199,25∞ 10,247307,

269381, 2,1193. 271725, 149881, 229415,283356, 38059, 12'086, 233132, 173824, 63368,

160003, 169912, 243316. 44629, 204164, !76720, 288391, 262908, 23187. 988:4, 171510

-23‐



285534, 224929, 192807, 182929, lS6636, 62830, 41445, 45406, 23'700, 205958, 275073.

164313,4855, 268711,87719 275280,2895`7, 147942,203887 1658,,281008,36'82,

171555,220166, 300478,261245, 87391, 290264, 237711,241754, 220920, 120023, 16717.

97262, 126298, 269180, 216917, 241115, 210685, 267123, 44874, 144231, 78777, 182137.

59731,65130,298618,277344 25!605,73688,205905,236409,257642, 14,026,58970,

i36377,207226,238257,83027,33!,64243, 186010 291342,211095,48723,25423,

126397, 193351]

で す■ ま た 、 ‐l′ 101 mod p=2978,l′7296 nlOd p‐ 144989に よ り

1′ 101[l′,296]=2978[144989]

だから、絶対値最小乗1余 (=hvr)と して

-2978●F[144989〕 ‐|(f(x))=

[‐4,7 -17,17,‐ 123,343,‐ 827, 1720,‐ 3170,5188,‐ 7713, 10619,‐ 13557, 16013,‐ 17421,

17372.-16041, 14003,‐ 112,7,'957,‐ 4915,3177.-3639,4746,‐ 3741,2830,4186, 5935,

‐5757,‐37,4241,2658,‐ 5599,‐

'34、

4763,‐ 5566,‐ 7561, 15169, 12309,‐ 15538,‐ 15027,

8752,210S -7053,23246.23449,‐ 39231,‐ 50546.27339,60002,S25,― ,23'9,‐ 10585,

-16544,‐ 18567,47228,71343,‐ 31418,‐ 108899,-9697, 106265,S1593.‐ 70004,‐ 66174,

27193,54116 1161,‐ 31181,‐ 1047', 12517,8687,-2809,-4219,‐ 162, 1341.423,‐ 225,

-153,3,2,9,1,0.0,0,0,00,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

で あ る こ とが 確 認 され る 。

例 構円曲線ブ‐x'+47x+78,p‐ 101の 場合。

「 (x)‐ (x'+4'x+78)."'‐  (f+47x+78)匈

を mOd pで 計 算す る問題 を 考 え る。 直接 計 算 の結 果 は

,(x)mod p・・

x・・+27xl“+`2x・ '+33x'“ +73x'`+

+7x°
.+33x"+25、 ■+63x"+85x"+33f`■ 99x"+sギ '+4'x"+34x''+3Sx"十

+13x'+14オ +89x'+14x'+12x+1

であ り 素体 F,‐ p‐ 〕Olの 特性 多項 式 x(xttl)で の剰 余 ■od pは

f.(、 )‐ reln(F(x),x(x¨ ‐1),x)mod p‐

7x・｀33ヾ 2`5x蟷 +63ヾ '■85x“■33ヾ`+ +9oヾ +64ヾ +48x4+'4x'+98で+24x+1‐

[l,24,-3,74,48,‐ 37,‐ 11,9,‐27,-50,20,43,‐ 14, 14.59,‐ 20, 18, 12.‐ 3.6,

‐43.‐ 1,34.33.‐39,22,-15,-50,-8,9,35,4,-20, 17,‐ 20,-18,72,42,‐ 8,76,

53,‐ 22,9,27, 11,‐ 26,‐ 6,‐2,-49,-7,-8, !1,-26,‐ 33,-5,‐ 34,34, 23,-43. 19,

-26,‐20,‐21,43,‐ 37.24.50,38,‐ 28.‐ 17,9,‐3,21, l:,― 14, 18,-26.‐ 30,-24,‐ 34,

^42,‐5 16,‐ 34,_21,42,37,‐ 3,8, 30,35,34,49,S _2,33.‐ 16,_38,25,33,7]

であ る。 大切 な事 は 、 p=(0,l,  p!)=101の 各 点 で は c(x)=f(x)と な る

こ と (pom“i,cqum)と ぃ ぅこ とで す。 勿論 、 3(x)は l C ll次 、 F(x)は 150次 多

項 式 です か ら形 式 (多 項 式 と して )は 異 な る (Fomaり dittrenl).

有 限体 pの 特 性 多 項 式 (生 成 多 項 式 ,characte問
"“

,gcnen“ng po,nOnlal)は p

の すべ ての点 で 0と な る (多 項 式 と しては oで な い )多 項 式 で  この 多 項 式

で の 商 空間 (剰 余 ,時
“

due polyoomlal)が ら(x)で す。 Fou“ cr変 換 は 実  相 の 「

か け は じJな の です 。 要 す るに 生成 多 項 式 は 真 空 (vacuum spacc)を 意 味 し、

これ を ldealの 生成 元 (gencrator)と 考 えた剰 余 環 (residuc■ ng)を 考 えて い る訳

です。

δ(x)= 1‐ x・
・

につ い て t,、 xx'‐ 劇 (1‐rl)‐ xδ (x)で あ り、、x'を space pOlン nom籠1と 呼 ん で、

そ の 一 つ の因 数 と考 え る こ と もで き る。 狭 義 有 限 Founer変 換 は δ(x)Lの

変換 なの であ る。

p=101の 原 始 根 q‐ 2に よ る変 換 は

x'+47x+78[2〕 (x)‐

‐12x"+44x"‐26rt48x“+31x“十  +22x'+4xキ 10x`_23x`‐ 44x'+27r‐ 22x+25‐

〔25,‐ 22,27.-44,‐ 23, 10,4,22,‐ 5,43,46, 15,-40,7,44,‐ 35,‐3,-35,42, 11,

-16,8,‐ 27.47,34,33,29,S,31,‐ 32.33,‐26,‐40,‐44,39,24,‐40,‐36, 18,‐ 11,

47,-20,‐ 2.38,49,24,2,‐ 20, ll,‐ 34,30,‐ 24.28,‐ 2,‐23,45,‐ 50,33,‐ 41, 12,

9,40,‐ 6,48, ||,-11,-43,― 11,13,44,‐ 30,47,-19,8,21,22,26,50,24,‐ 14,

22,・20,‐6,‐2, 16,31.‐ 6.‐ 10,37,‐ 3S,8,-26,‐ 44, 17,6,31,‐ 48,-26,44,‐ 12]

で あ り 3次 式 を計 算 した もの の 表 です。 個 別 に (p‐ 1)/12‐ 50乗 す る と平方 剰

余 (Lc8end“ ,Inbd)の ダ1

'(x)[2](x)‐
 (x'+47x+78)'し

′:[2](x)‐

‐X"―XⅢ‐X'`‐X"+オ '十 x・十  ■r+X`+x'十 f‐ x｀+x'x'_X'+X+: =

‐25‐

が得 られ ます。



‐(x'+47x+78).' 
´
[2][51](x) ‐

33x"+25r｀ 38x'116ξヽ 3贅“‐21・十 ―ロズ`37f+4職-27r‐ 3r+24x+8‐

[B24,3,27,48,‐ 37.‐ 11,9,‐ 27,‐ 50,20.43,‐ 14,14.‐ 42,‐20,18,12,‐ 3,6,

‐43,‐ 1.34.33,‐ 39,‐22,‐ 15,‐ 50,‐8,9,35,4,‐ 20, 17,‐ 20,‐ 18,-29,42,-8,‐ 25,

‐48,‐22,9,27,11,26,6.‐ 2,■ 9,‐ 7,‐8,‖ ,‐ 26,‐ 33,50,3● 34,‐23,■3,19,

‐26,-20,‐ 21,43,‐ 37,24, SO,38,‐ 28,‐ 17,9,‐ 3,21, 11,-14, 18,-26,‐ 30,‐24,‐ 34,

‐42,‐ 5, 16,‐ 34,‐ 21,42,37,-3,8,30,35.34,49,5,‐ 2.33,‐ 16.‐ 38,25,33]

が得 られ る。

ら(x)‐ rem(F(x),x(x性 1),x)mOd p・・

7xl・・+33x"t● Sx“ +63r'+85x“+33x"+  +90x・ +64x'+48r+74x'+98ぼ ■24κ十! ‐

[1.24,‐ 3,74,48,‐ 37.‐ 11,9,‐ 27,‐50,20,43,‐ 14, 14.59,‐ 20, 18, 12,-3.6,

-43,‐ 1,34,33,‐ 39,‐22,‐ 15,‐ 50,‐8,9,35,4,‐20, 17.20,‐ 18, 72,42,‐ 8,76,

53,‐ 22,9,2,、 ■,‐2c‐6, 2, 49, 7.-8,11,‐ 26,‐ 33,‐50, 3434.‐ 23.43,19,

‐26,‐20,‐ 21,43,‐ 37,24,50,38,‐ 28,‐ 17,9,‐3,21, 11,‐ 14, 18,‐ 26,‐ 30,‐24,‐ 34.

42,‐ 5,16.‐ 34,‐ 21,42.37,^3.8,30.35,34,49,5,2,33,‐ 16.‐ 38,2S,33,日 〕

と比較すると、上の式は 99次 式で下の式 li lllll次 の式です.100次 の項 7

が定数項に加算されています。 この 7こ そ Poincarl・Morde‖ ‐■7elI群 、あるい

は合同ゼータ核 (cKln3rucnt● bmel)の 詢嵯 の項 31な のです。

x'鮮+l,a・ ‐7

つ ま り、‐(x｀47x+78)'レ 〔2][51](x)は ,2次 な の で ,1次 の 0(x)‐ 1‐r`で の

「割 算」、 つ ま り、商  剰 余 分解 (quo“ nt rc● duc csolu“oll)

(x'+47x+78)('り '=。 (x)δ (x)+r(x)

r(x)=‐ (x'147計78)'・
4[2][51](x)

の商 (qu06ent)部 分

(x'+47x■ 78)'り
つ
/6(x)

の 定数項 は重 要 な役割 を t,っ て い る。 pを 1の原 始 ,l乗 根 とす る と微 分

は F・ =pで は

&(l rl)/dx=

(卜rt)・x(1_x")′ (l‐ずx)十ずx(!‐ r・ )′ (lρ )ゝ+… +メ:x(rl■
)′ (1_〆 x)

で あ る。 一般 Vandemondeの 行 列 (generanzed vander nonde maulx)は 、定 数 に よ

る微 分記 号 は ないが 、仮 に、

dx(xF・‐1)/dk=x(l‐ r)′ (卜kλ )

と記 す と き、

x(1‐ x'1)′ (1‐ p・x)

x(1‐ x'1)′ (l‐ P'x)

、(lr)′ (1_〆 X)

1‐x・
1

の xの 係数 を昇幕の順 に並べ た ,次 正方行列

I I r .. I 0

I p p' d' o

t p'... p' 
..p'''" 

o

I pP'p:'rr'.. pD,Fr 0

I00..0-r
による p上 の ,I次 多項式の p次 元空 lll

F,'[x]={Ⅲ +a xI 十年lx・ |、 cp)‐ P'=p tO p‐ p2p

の線形変換 で

,(x)=o,+a,x■ …+らぶメ

とす るとき、q‐ 。として、指数

「

lは 特

"l扱

いて

Ⅲ■,x+… tap X・
I[q](x)‐

(l x7`)(枷 ′(lx)■al′ (!― qx)+… +キ 2′ (1-q''x)十 年 )

=f(1)+F(p)、十 十f(〆)r｀ ap:(1‐ x・・)

とヽヽ うものです。 つ まり、 x日 の項は定数項 とのみ δ(x)‐ l‐x"の 交渉関係

を もち、

「

2多 項式の空間は (通 常)の VandemOnde変 換 (こ こでは有限 Fou● er

変換 と呼んでいますが)不 変空間 (lnvaHant space)と なつているのです.FOuder

性 (Fou● er pm"")、 つま り、r=E(4回 作用 させ ると元に戻 る)が 成立す る

ことは一般 Fou“ cr変 換 で も同様です。 差は 31(1・ ゞりのみです。 この差が精

円曲線の場合 には特性数 なのです。

δ(x)‐ 1‐ x・'‐ 1 1,x=0

の意味は 「x(‐ L私 )は 0で あるJ(=x● 0)と い うことです。

例 割 り算の場 合

互いに業 (■ I●lveし p●m。 )な 多項式

F(x)‐ &+ax+  +^"♂

‐27_ ‐28‐



g(x)‐ bⅢ b,x+  +b・ ,x・
2

に 対 し 商

h(x)‐ g〈 x,イ (x)=c lc x+ 十cP・で'

が定 ま るのは どの よ うな場 合 で しょ うか。 答 は勿 論 aに oで ,(x)が「 ,で 重

複 の な い 1次 因子 に完 全 分解 す る こ と、つ ま り、 l‐ x口 は完 全 分 解 します か

ら、 F(x)は 1‐ xI Iの 因 数 で

1ヽx'1‐ F(K)k(x)

とな る多項 式 が存在 す る こ とです。 従 つ て 、

h(X)‐ 8(X)7F(x)‐ 8(x)k〈 x)mOd l x,1

が求 め る t)の です。 有 限 Fourier変 換 との関 連 で は、反 対 に

■
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°
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「(x)〔 q](x)=f(1)+f(p)計 …+F(p・2)F`

の各係数が ,(r)≠ 。ということです。 これは f(x)と 卜で'は 共通因子をも             勿論、有限 Founer変 換の係数は F(x)の 値です。いまの場合は

たないことです。この場合 s(r)‐ 3(p)/f(|)を 計算 して                                     [‐ 18,… ,19]

s(x)‐ s(1)+s(p)x+… +s(pた')r'                       の範囲のすべての整数 で、Hasseの 範囲で これ に属 さない ものは 20, 19,20

として、逆 Foutter変 換 [q]を 考えるこ とができます 1                       の 3個 です。従 って、例 えば

s(x〉 [q〕 (x)                                         (19+F(x))[99](x)

上に記 したような 異なる二つの性質                             の係数はすべて oで はあ りませんか ら逆元が存在 します。勿論、

f(x)は 1‐x口 の因子 (f(x)ヽ a Factor of l r)                                 f(x)[99](x)+19

f(x)と lx・
て
は互いに素 (F(x)and l‐ r are lcは ‖vc,Prime)                    とは異な ります。

と多項式の商 (luotにnt Of PoしnOmMに )の 関係 は興味ある研究対象です。                                F(x)[991(x)=
例  P‐ 101,q‐ 99,f(x)=x(山・F(l′ 12,5′ 12,1,1‐ x),f(x)′ (19+r(x))                                                  ‐10X"+3x｀ 13x“‐12x"+10x"■ 18x'｀9x"_6x"‐ 6x't9x"+llx｀ +2x''‐ 2x“+16xい ‐6x鯰+7x腱

この赤穂式は有限体 上の構 円曲線 の 17elerstrass標 準形に対応す る精 円位                1フ Xmキ 17x"+7x"+8x"+12で '‐ 6x'電 3x｀■2x"+`で'16ゞ'+19x"+4x・ 6x“+18r‐ H♂+llx“

数多項式 (‐ clop)で す。今の場合 p‐ 10,C・ 原始根 (primnive mot)は                     +14x“ ‐8x｀ 15xは 2x° L9x● 3x"‐ 10x｀ 4x''‐ 18x｀ 2x｀■10x｀■10F+3x・ ‐3x"‐ 6x"-12x■ 6x'

2,3,7,8, 11, 12, 15, 18,26,2,,28,29,34,35,38.40,42,46,48,50,                                               -4x“ ‐10で '‐ 15r'+9x`'_8で '+Sx4_lsx"‐ 7x｀+3で '+12x“‐10x'`+14x“ +15x''+5xや +12fl+2x"

51.53,55,59,61,63,66,6', 72,73,74,75,83,86,89,90,93,94,98,99                                             +10ヽ ～‐14xコ‐10x"‐ 8で`・ 18x'L12x:`+13x''‐ 14x"‐x・・‐6xt+6x`‐

“

x'L12x`‐ xド +6xl・ -18x° -3x"

の 40個 あ りますが、例 えば q=99を 考 えま しょう。                               2x・ +18x'｀ 4遷 5r‐ 2xt10荘 3x'+14x'7x■ 6x'‐ 14x+1

(レ |)″ =25,F(レ 12,S′ 12,1バ)‐ 31オ■27x'+31x°‐50x● 25x・ +15x'‐31x'+33x+1                であ り、この場合は x",x“,x“,ば,X'tx''な どの係数は 0で すか ら逆 7Eは 存

ですから、                                          在 しません。 しか し、 (1"F(x))〔 99](、 )の 場合は係数にすべて 19が 加わ り

f(x)=、口).F(レ
12,5′ 12,1,lx)=F(7ぱ +19ヾ+s栄■23x短5x'+slx'30x'+7x+20)              ますか ら、係数は、最小剰余 (Mvr)の 形で記 しますが

です.Has“ の不等式か ら                                                  h(X)=(19+f(x))[99](x)‐

ド(x)|く 2f雨 l‐2o o9975124…                                 9ポ 122ぜ +19♂+6ポ+7x“ +… +1`X`+33x'+26f+25x'+5x+20‐

以下の図は f(x)と f(、 )[99](x)の 係数を表示 したものです。                         [20,5,25.26,33,16,9,1714,23.37,17,16,1,25,18,7,4,25,13,
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18,S, 19,32,7, 1, 11,9,S,2%21,31,24,34,33,9, 31,22, 12,4,

24. 11,28,4, 19,9, 15, 13,7, 13, 16,22,29,9, 19,21, 1,23,9, 16,

10, 17,4、 11,33,30,8, 19,37, 13,23,38,3.25,7. 1`, 13 31,27,26,

36,2,26, 13, 19,35, 17.21,30, 10, 13, 13,28,37,29,7.6, 19,22,91

で す 。 項 の mod pで の 逆 元 の 夕1は

[-5,-20,‐4,35,49. 19,45,6,‐36,22,‐ 30,6, 19. 1,-4.‐ 28,29,‐ 25,‐ 4,‐31,

-28,‐20, !6,-41.29, 1,46,45,‐ 20,7,‐ 24、 ‐13,‐ 21,3.49,45,‐ 13,23,‐ 42,‐25,

‐21,46,‐ 18,-25, 16,45,27.‐ 31,29,‐31, 19,23, 7,45, 16,‐ 24, :,22,45, 12‐ 10,

6,-25,46.49,‐ 37,38, !6,‐ 30,‐ 31,22,8.34,‐ 4,29, 19,、 31,-13, 15,35,‐ 14,

50,3S,31,1626.6.24,37.‐ 10,‐ 31,、31,18,30,7,29,17,16,23,45]

で あ り、 この Fou“er逆 変 換 [99]“ ‐‐[1799]‐ ―[50りllt

nl(x)´ ‐(191f(x))[99][50](x)‐

[‐48,44,‐3,23,9,42,‐ 43,‐ 40, 16.4,‐ 23.4,‐ 46,34,25, 17,-41,-35, 11,39,

‐34,32,49,‐ 21,‐ 2,-44,‐ 23.‐28,‐ 10,‐ 8,‐49,-18,‐ 14, 13, 10.‐ 25,‐ 5,36,‐ 50,

-42,46,‐ 35,2,‐ 48,-28,-50,‐ 7,-47,30,-4, 19,‐ 41・ -11,‐31,‐ 19,‐ 20, 1,3,

‐27,‐ 14,‐ 37,‐ 1.47,‐ 34.‐37, 15,50, 13,-13,48,28,3,‐ 26,‐ 37, 10.29,‐ 1, 19.

ll, 12,6.50, 17,‐ 23.‐ 10,-39,23,‐ 31,‐ 16.43,‐ 1,36,38,40,41, 11,‐ 11, 12 ‐49,‐ 19]

と 、 係 数 夕1表 示 (c∝mcにnt scquence tcpresen● ●on)さ れ る。 現 実 に は

19■ F(x)‐ 19+x''(70で +19x'+s9x。 +23x'+25x'+51x'+30x'+7x+20)‐

70ヾ 'キ 19x"+59x''+23x"■ 25xb■ 5ix''+30x"+7x“ +20x"+19

で あ り、

s(x)‐

1,xつ +4,x'‐ 32x'｀30x“ +7で
'‐ 6x2`‐22x2'+38で・‐5f.-22で '-2x'■ 40xル‐34x"-7x'L42x''‐ 2,x'・

‐20xい +30xP●Ox・ ‐3Sxp+25x・ +33xl・ 425xtx'‐ 48x'+9オ +loK.+31x`‐ 33x'‐44x'28x+4

と して、最 大公約 数 (3ed)の 等 式

m(x)(19+f(x))‐s(x)(x口 ‐1)‐ !

を得 てい る。

これ らの概念 を少 し一般 化 して 0で ない 係 数 の逆 元 を採 用 した場 合 は 、

例 えば、 上記 の

F(x)‐ F(lハ 2.5′ 12,1・x)‐ ‐31x`+27x'31xiS転
'25r+15f‐

31ヾ +33x+1‐

70(x+30)(x+`2)(x+70)(x+74)(x+76)(x+84)(x2+56x+49)

です か ら、F｀ 1と 互 い に素 な 因子

F(x)′8cd(x' 1,f(x))‐ で+56x+49

を考 え る と、 そ の有 限 体 島 ‐ pで の 値 は常 に 0で な く逆 元 が存 在 す る。 今

同様 に ,‐ 101と し、原 始 根 と して 、 q‐ 3を とる と、逆 変 換 は

[8〕 '‐ ‐11/8〕 ‐‐[38]

で あ る。・ を項 の 逆数 の 変換 と し Fouher変 換 を計 算 す る と

h(x)‐ ‐(x'+56x+49〔 8]● [38](x))‐

50x''‐ 36x''‐ 30x"+10xい十xl'‐ 41xn+25x8'+3x`'+2!xn_10x厠 +36x`● 1lx.`‐ 37x''‐ 15x“

+27x“ +3 1xX'‐ 29xC+4オ
2‐

15x口 +38x''+21x''8x｀ +25x''+2x｀ -24x''+34x'`‐ 21x“+15x'2

-13x'‐ 7x"+19x"‐ 14x“‐46で'+30x“‐32で '十 !,x“ _xω +34x・ '-3'fl+2x■ 16x't10x'`+31x''

‐34x● 19x“ +3x'I‐45x｀ '+SOx.'+1lxコ ‐36x'°‐38r｀ 47x`'+SOr'+8x^+31x.'‐ ,x“‐16x.'

+27x° -21rl-46x“ ‐31x'■ 50x'・‐24x''‐44x“ +4x:'十 13x''― 15x''+x''‐ 28x'I14xO・131r‐46x"

‐45で '+27x｀ 14x2'‐ 34x't36x2'+46ゞ
2‐

4x'‐ !Ox"+49x"‐ 32x・‐3x''+19x'｀ 8xl■22x'(

‐32x“十

'x'‐

36x｀ 44x“‐14x¬ lx｀‐31x'_iSf+36r+32x・ ‐21x'キ 12で

`7x+24
が得 られ る。 これ は

h(x)(x'+s6x+49)‐  (50x+37)(xl性 1)+1

を意 味 して い る。 つ ま り、法 で電1で h(x)は x■ 56xt49の 逆 元 で あ る。 大切

な点 は 同 じ結 果 に 至 る複 数 の 道 が あ る こ とで 、恐 らくそ こに は 複 雑 さの差

が あ る可能性 が あ る。

勿 論 、通 常 の 級 数 展 開

1′ (49+56x+x2)‐

1/4'87343 x197343 x'‐496ハ 680,で+3905′ ‖7649、・

‐4392′117649・ x'+242047/5764801・ 、■1905632′40353607 x'+

を有 限 体 R‐ p=101で 計 算 した

…‐22xⅢ
2‐

33r∞+30ぽ 138♂+38x・
7450x%‐

16ぽ‐39x"+3気
い+30x"145ゞ 年50x"十

‐3x｀ x'ヽ x'_7x'+40f+22で

“

繊キ15x'+28x'211x■ 33

の ポ 項 以 下の 多 項 式 とは 異 な る。

5 有 限 高速 お uner変 換 (Ani“ 島st Founer tttnsrorm,証 t)

先 ず 、例 か ら始 め よ う。 整 数 の 棄 因 数 分 解 、 Vandcrl1lo ldc行 列 の 分解 定

理 (Factorizatiol thcorcm OF valldermondc nlatHx,nvnt)の 話 であ る。 綺 ndcrmKlnde行

ダ1は V=(x°)の 形 の行 列 で あ る。

例 えば、 12‐ 223の 場 合 、で'‐ l‐ oの 解 xに 対 し次 の よ うな疎 行 列 (spar“
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matax)A,B,Cを 考える。 0, l, 0, 0, 0, x',0,0,0, x',0,0

0, r,0, 0,0, x',0,0,0. x'. 0.0

0, 0, l,0.0.0, r,0,0,0, t,0
0, 0, l, 0,0,0, x',0,0,0, xr,0

0, 0, l, 0, 0,0, x',0,0,0, xr,0

0, 0, 0, t, 0,0,0, l, 0, 0, 0, t

0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, x',0,0,0, xl

0, 0, 0, l, 0, 0, 0, x',0,0,0, x'

l,0,0, 0, 0, 0, l, 0,0,0,0,0

0, l, 0, 0, 0, 0, 0, x,0,0,0,0

0, 0, r, 0, 0, 0, 0, 0, x2, 0, 0,0

0, 0. 0, I, 0, 0, 0, 0, 0, xr, 0,0

0, 0, 0, 0, r, 0, 0, 0, 0, 0, xr,0

0, 0, 0, 0, 0, l, 0, 0, 0, 0, 0, x'

l,0,0, 0,0,0. x'. 0. 0, 0, 0. 0

0, l, 0, 0, 0, 0, 0, x',0,0,0,0

0, 0. l, 0, 0, 0, 0, 0, xr, 0, 0,0

0, 0, 0, l, 0, 0, 0, 0, 0, x',0,0

0, 0, 0, 0, r, 0, 0, 0, o, 0, x'd, 0

0, 0, 0, 0, 0, l, 0, 0, 0, 0, 0, x"

A=

3‐

この とき

r, 0, 0, 0, 0, 0, l, 0, 0, 0, 0, 0

0, l, 0, 0, 0, 0, 0, x',0, o,0,0

0, 0, l, 0, 0, 0, 0, 0, x', 0, 0.0

I, 0, 0, 0, 0, 0, x', 0, O, 0, 0,0

0, l, 0, 0, 0, 0. 0, xr,0, 0, 0,0

0, 0, l. 0, 0, 0. 0,0, xro,0.0.0

0, 0, 0, l,0,0,0,0.0. r,0,0

0, 0, 0, 0, t, 0, 0, 0, 0, 0, x:,0

0, 0, 0, 0, 0, l, 0, 0, 0. 0,0. x'

0, 0, 0, t. 0, 0, 0, 0, 0, x'. 0, o

0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, x" 0

0, 0, 0, 0, 0, r, 0, 0, 0, 0, 0, x'
C‐

1,0,0,0,1,0,0,0,1,ι O,0

1.ι QQで ,0,0,o,xl,QO,0

1,0,α O,オ,0,o,o,で ,0,0,o

O,1,0,0,0.1.■ 0,■ l,0,0

ABC・ ℃BA=V‐ (x')=

1,1,1,1,1,1,1,1,1.1,1,1

1,x・ x',xt x・ ,x',f,xL f,xt x° ,x・

l,xlで ,f,で,x“ .l,x',r,で ,r,x。

l,x',x`,xl l,x',x`,x・ .1,で ,xt r

l,r,x..:,r,xt l,xt x'.1,で ,x`

=x',x・
,x',X`,X,で,rt X`,t x2,x'

1,41,x。,1,x｀,1,■ 1,で,1,f

l.x',x',ゞ ,x.,x・ ,r,X,xt x',x'tt

l,で ,で,1,r,で ,1,x',で,1,で ,x`

1,x',xヽ x',1,で ,x`,x',1,で,で,x

l,ガ
t,x`,tx`,x2,1,で 0,xt x°

,x4,ォ

1,マ tど,xt x`,xt t r,x`,f,で ,x

この行列表示 (=行 列因数分解 matlx facto“zation)は 積

るもので、 12‐ 2× 3×2で は

B,-
l, 0, 0, 0, t, 0, 0, 0, l, 0,0,0

0, l, 0, 0, 0, xr,0,0, O, x',0,0

l, 0, 0, 0, x', 0,0, 0, xt, O, O, O

0, l, 0, 0, 0, x',0,0,0, 1.0,0

l, 0, 0, 0, xr,0, 0, 0, xr. 0. O. O

0, 1, 0, 0, 0, x'",0.0.0, x'.0,0

0, 0, l,0,0,0, r,0,0,0, l,0

表示 12‐ 2×2x3に 応す

・ 33‐ ‐34‐



0, 0, 0, 1,0,0,0, x',0,0,0, x'

0, 0, 1, 0, 0, 0, x',0,0,0, x',0

0, 0, 0, l, 0, 0, 0, x",0,0,0, I

0, 0, l, 0, 0, 0, x', 0, 0, 0, x', 0

0, 0, 0, l, 0, 0, 0, xro,0,0,0, x'

c,=
l・ 0,0.0,0,0.1,0,0,0,0,0

1,0,QO,0,0,■ 0,0,0,0,0

,1,0,0.0,0,0,1,0,0,Q0

0,1,0,0,0,0,0,f,o,o,0,0

0,0,1,QO,0,0,0,1,0,Q0

0,0,1.0,0,0,0,0,x・,0,0,0

0,0,0,1,0,0,0,0,0,|,Q0

QO,0,l,0,0,0,0,0,f,0,o

O,0,QO,1,0,0,0,0,0,1,0

0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,r.0

0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1

QO.0,■ 0,1,0,0,0,0,0,x・
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とすれ ば、尤も f‐ ‐1だ か らこの行夕1は 実行列であるが、

AB`Cl‐ V

が成 立す る。 また、勿論 、 !2‐ 3x2X2に 対応 して も

l, 0, 0, 0, l, 0, 0, 0, 1, 0, 0,0

0, l, 0, 0, O, x, 0, 0, 0, x1, O, O

0, 0, 1,0, 0, 0, x':, 0,0,0, x', 0

0, 0, 0, 1,0,0,0, x.,0,0,0, x'

l, 0, 0, 0, x',0,0,0, x',0,0,0

0, l, 0, o, 0, x', 0, 0, o, x'", 0,0

0, 0, 1.0.0,0, x'.0,0,0, r,0

0, 0, 0, I, O, O, O, x', 0, 0, 0, x'

l, 0, 0, 0, x',0, 0, 0, x', 0, 0, 0

0, l,0, 0,0, x", 0, 0, 0, x" 0, 0

r, 0, 0, 0, 0, 0, l,0,0,0,0,0
0, I,0,0,0,0,0, x', 0, 0, 0, 0

l, 0, 0, 0, 0, 0, x!,0,0,0,0,0

0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, x",0,0,0,0

0, 0, t, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0,0,0

0, 0, 0, r, 0,0, 0,0, 0, xr, o, 0

0, 0, r, 0, 0, 0, 0, 0, x" 0,0,0

0, 0, 0, 1,0,0,0,0,0, xt,0,0

0, 0, 0, 0, 1, 0, 0 0,0, 0, 1, 0

0, 0, 0, 0, 0, t, 0, 0, 0. 0. 0. x'

0, 0, 0, 0, t, 0, 0,0, 0, 0, x" 0

0, 0, 0, 0, 0, t, 0, 0, 0, 0, 0, x'

Cr=

l, 0, 0, 0, 0, 0, r, 0, 0, 0, 0, 0

l, 0, 0, 0, 0, 0, x',0, 0, 0, 0, 0

0, t, 0, 0, 0,0, 0, t,0, 0, 0, 0

0, l, 0, 0, 0, 0, O, xd, 0,0, 0,0

0, 0, r, 0, 0, 0,0, 0, r, 0, 0, 0

0, 0, l, 0, 0, 0, 0, 0, x" 0,0,0

0, 0, 0, r, 0, 0, 0, 0,0, t, 0, 0

0, 0, 0, l,0,0, 0, 0,0. x". 0. 0

0, 0, 0, 0, !,0, 0, 0, 0, 0. l. 0

0,0,0,0, l,0,0,0,0,0, x" 0

0, q 0, 0, 0, 1,0, 0, 0, 0, 0, I

0, 0, 0, 0, 0, t, 0.0, 0, 0, Q x'

とす る転置表示 (transposit10nal rcpresentallon)を 含む表現

A,3,Cl‐ ℃,ЪJAl‐ V

‐35‐

とな ります。
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Euclid-Vandcmonde factorization theorcn

t-et V - (x"), and x'-l = 0,

xtu (n. > I ) b€ ary r€pr€sentation of n

'lhen there cxisr degr€e n natrix A,, A,, .,A' such thar

A,A, .. Au * 'A, . 'A,'A, = V,

non zero elcntcnls in each row and column ofA, are n,

合成数次数の Vandemondc行 列の因数分解は完全グラフ、つまり

n× ll=1(lj)iij c n},n‐ {0,1, ,n ll

n‐ ll× 11,×   ×n、 (n、 > 1)

のグラフを k個 の nの guage付 き n.対 n,対 応 (‐ (n,in`)corespondencc,n.lo■ ,

guage ,扇 n`∞ resPondence)の 積に分解す ることです。 8uage、 つま り、で の

形の重みを除いたものは、例えば 30‐ 2× 3× 5の 場合では

のよ うです。図の各結線には変調重み (modttar wcleht,ヾ の形の数)が ついて

お り、始点 (sねF poht)i∈ nと 終点 (tem“〕al poht)j∈ nの 間の結線は一意的

で変調重みの指数の和 (あ るいは積)が 積 導 mOd nと なるようにできる。 こ

れが llloduar wetht ta“ ed vm“nnondc graphの 分解定理 (凛to■

““

on theorem of

nlodular waght● 38Cd Vandemonde graph)で ある。

一般の記述には、混合進法、つま り、u‐ ["… uⅢ ]進 数 (u―n″ numbeら wstem)

や u進 展開 (u_arv exPansbn,dな
")の

概念が有効です.例 えば、

u=[3,14,15,9,2.6S]

進数 で の

n‐ [L4.14,2.1,3,4]

の 3桁 目 14は 、 10進 表 示 で は 2文 字 か ら成 つて い ます が u進 法 の 1つ の

桁 数 (di81)で す 。 √  ‐ 1414213562 で あ るが 末 尾 の 数 を 5と す る こ とは で

きな い 、所 謂  桁 上 が りが 生 ず る。

6xS‐ 30,30× 2‐ 60,611× 9‐ 540,540× 15‐ 8100,8100× 14‐  113400

であ るか ら、

n‐  l× 113400+4× 8:00+14× 540+2× 60+1× 30+3× 6+5‐  153533

で あ る。 153533+!‐ 153534=[1,4.14,2.l,4,0]

例 u‐ [2,5,4,3],xl｀ 1‐ 0

次 数 n‐ 120‐ 2× 5× 4×3で あ る。 例 え ば Aで は n次 の 22行 列 で 、行 を

i‐ [",1′ .1、 1.]

と t´ た とき、 At‐ (■)は 2個 の ダ1の 元 を除 い て 0で

j∈ 〔2,L,i、 ,1,]‐ {[sL.卜 〕ヽ:sc2-{0.l))‐ [i″ 1(n/2)+il■ od(nρ )

、‐x^(si n10d n)

で あ る。 また 、例 えば 、 A,で は u‐ 12,5]3〕 を除 き、 v‐ [B2,S,3]進 法 を用

い て

1‐ [|.1,,1,,L〕 、t‐ 2× 5× 4‐ 40,q‐ 2× 5

j∈ [4,1,L,|〕 ‐ {[s,1,1,11:s∈ 4‐ (0,1,2,3})=[vt](n4)+i mOd(n′ t)

a,‐ x^(sqi mod n)

と して得 られ る。 A, は 4‐4行 列 (41o4 matrix)で あ る。 この よ うに して

Vandcnnonde行 列 の 素 因 子 (‐ 疎 行 列 )分 解 の 一 つ

AIA,A,A.‐ V‐ (r)

が得 られ る.Vは 対 称 行 列 な の で転 置 (transepose)行 列 の 逆 1順 序 の 積 で ,ヽ表

現 で き る。 この 表 現 法 を行 優 先 (rllw‐ 輌s,fow onented)法 と、 仮 に 、呼 ぶ ,

xの 指数 (index, e21ponellt)が 積 りにな つてい ることの説明であるが、行列

の積が

(b)‐ (o.)(d、 )

の よ うに :行 の元は左 の行列の i行 の成分の積であ り xの 指数は sqiと なつ

てお り、 1は 共通であ ることか らきている。

i‐ [h,12■ ,,1`],j‐ [j,j2,j,,jl]

‐37‐
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ij = i(j,xsxaxl+ j,xax3+jrx3+j,) mod n

行優 先 法 では、

,

A, t95,4,31 t85,4,31

A, [284.3] [B2,4,3]

A, tz,sS:l 192,s,31

A, iz,s,lfll [32,54]

のように桁碁所 (ad杖,po●●on)の 置換 (互 換 ,perlnutlltlon)が 行われる。今の場

合は、巡回置換の互換表現の
`仲

介J(inedla10n)と 「避回 し」(rotatb■ ,scnd hand

″ hand)

(h、 Lj,k)=(h,k)(h,j)(h, )‐ (h,1)(1,j)lJ,k)

がある。今の場合は先頭仲介方式である。

2,3進高速有限 Founer変 換については、よく知 られているので、結合図

の例を示すに止める。

k‐ 4

a:‐n mod 2'

a:‐ ll]llod 9:bl=noor(n/27):c:=b・ 9+a

aFn mOd 3:b:=n00r(n79)mod 3:c:‐ nOrlr([■ 427):d:=c'9tb'3+a

a:‐ noOr(■ 73)

ここに も記 した通 り、有限 Fou● er変 換 (有 限高速 FOu“er変 換)は 同期 4

を もつ変換 、F.=E、 であ り、 この よ うな変換の結合体系の設計や構築 と

諮撤科学な どとの関係 は基本的 であ り興味 ある関心事です。

図は 2'‐ 16の 価 tの 回路

を 4回 繋いだ ものです が、左端の入力が右端 で (選 延時間の後に)再 生 され

てい ます。



下の図は、 これ を 3x3個 単に境界で繋いだ ものです。 これは delay resisterと

しての作用以上の機能 をもつています。 この よ うなもの を結線や線  面接

続 した情報処理構造物 (infO■ma“ on prlDSCSSOr)の 設計や機能 des18nは 非常に興

味ある研究対象です。

上の例では

16= (2+2)^2‐  (2×2)∧2‐ (2^2)ハ 2‐ 2^(2+2) ‐2^(2× 2) ‐2^(2^2)

を基本の数 とした例について記 しま したが  nTtの 回路は

2,3,4=2+2‐ 2×2‐ 2∧2,5,6‐ 2x3,7,8=2^3,9‐ 3^2, 10‐ 2× 5,

な どについて も基本的な役割 を もつてい ます。特に、有限体 といつてく,、

有限の対象が輸の状態を成 している ものであれば何で もよいのですか ら、

化学物質の世 界の平凡な対象物 です し、 (有 限 )同 期的な過程はすべて この

範疇 に属 します。

特に 2,3,4と 云つた小 さい数に関す る げt回 路 (機 構)は 、例 えば 化 学

反応 の randonな 試行 の なかか らも十分 発生 生成・f能 な複雑性 を t)つ た

t)の です。 rrtの FouHer tt F'‐ ldは 受識想行 (‐ scnx,mano,,inlage,aalon‐

1℃produce)に 相 当す る機 能 です か ら、生命活 動 の基本要素 仮 に 生命 片

(“ rctet)と 呼 び ます が 、は 素粒 子や化学反応 の うち 〈裡 )に その萌芽 が含 ま

れてい るのではないか と (私 は)思 つてい ます。
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