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漸近べき級数の起源
— ニュートンの無限級数 —

長田直樹 ∗

1 はじめに
漸近べき級数は 1886年ポアンカレにより定義され、不確定特異点を持つ線形微分方程
式の研究に用いられた。ポアンカレは論文 [15] をスターリング級数 (スターリングの公
式) から始めている (図 1)。
log n!の漸近表示を与えるスターリングの公式は、1730年にド・モアブル [3]とスター
リング [18] によりほぼ同時に発表された。原典に沿った解説がダッカ [4], トウェドル
[21], トドハンター [20](安藤訳 [1]), 真島 [9]などにある。
ド・モアブルは『級数と求積の様々な解析』補遺 [3](1730)で
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は量m− 1×m− 2×m− 3×m− 4 · · · 1 の双曲線対数を表す。

と書いている。ここで上線は括弧で、logおよび双曲線対数は自然対数である。
ド・モアブルは、無限級数の和の順序を
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図 1 [15]の冒頭ページ

が 1
2 log 2π に等しいというスターリングが得ていた結果を用いて、log(m− 1)!が
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と表せることを述べた [3, p.11]。



以下現代表記する。logmを加え、ベルヌーイ数*1
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となる。(2) は、スターリングの公式と呼ばれており、発散する漸近べき級数の最初の
例*2 と考えられている。ド・モアブルの公式ではなくスターリングの公式と呼ばれてい
るのは、 1

2 log 2π がスターリングに負っているためのようである。
漸近べき級数の定義は確定していない*3が、本論文では以下の定義を採用する。関数

f(x)は十分大きな実数 xで定義されているとする。定数列 {cn}が存在し、任意の正の整
数 ν に対し、
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が成り立つとき、
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を f(x)の漸近べき級数と呼び、
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*1 ベルヌーイ数 B0, B1, B2, . . . は母関数
x
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xn により定義できる。ヤコブ・ベルヌー

イは遺著『推測術』[2, pp.97-98](1713) において、sc(n) = 1c + 2c + · · · + nc を A = 1
6
, B =

− 1
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, C = 1
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30
を用いて表したので、これらの数列はベルヌーイ数と呼ばれている。ポアンカ

レは [15] においては B1 = A,B2 = −B,B3 = C としている。
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, 0 により与えている。B0 = b1, B1 = −b2, Bn =

bn+1 (n = 2, . . . , 11)である。
*2 たとえば、真島は「(スターリングの公式は)発散級数を『漸近級数』とするはじめての例」[8]としてい
る。

*3 (3)は『岩波数学辞典』第 4版 [11, p.683] の定義と同値である。また、『数学公式 II』[10, p.163]では、
条件 (3)に級数

∑ν
n=0

cn
xn が発散することを加え、名称は漸近級数である。なお、エルデリ『漸近展開』

[5, p.12]は、非負べきのべき級数も漸近べき級数に含めている。



と表す。
本論文では、収束か発散かを問わなければ漸近べき級数はニュートンまで遡れることを
示す。ニュートンの論文はホワイトサイド編『ニュートン数学論文集』(MPと略す)[22],

「前の書簡」はターンバル編『ニュートン往復書簡集』[19]II巻からそれぞれ日本語に翻訳
し引用する。引用文中 [ ]内は筆者の説明である。

2 『解析について』での求積
ニュートンは、1669年『無限個の項をもつ方程式による解析について』(『解析につい
て』と略す)において、分数関数や無理関数、あるいは陰関数など多項式で表せない実関
数を無限級数で表すことにより、関数が表す曲線の面積などの近似値を項別積分で求める
方法を提案した。その方法は 3つの規則から構成されている。規則 Iは y = ax

m
n で表さ

れる曲線 (ニュートンは単純曲線*4と呼んでいる)の求積、規則 IIではそれらの項別積分、
規則 IIIでは無限級数展開の求め方について述べている。
規則 Iは、欄外に「単純曲線の求積」と見出しが付けられている。

規則 I もし ax
m
n = y ならば、 na

m+nx
m+n

n は
ABDの面積になるだろう。
事柄は例によって明らかになるだろう。 A B

D

MP II, pp.206-209

規則 Iには 6例が与えられており、最初の 3例は m
n > 0, a > 0であり、Aは原点なの

で、現代表示すると

na

m+ n
x

m+n
n =

∫ x

0

ax
m
n dx = ABDの面積

となる。ABDの面積は曲線 y = ax
m
n の積分定数を 0とした原始関数に一致している。

つづいて、m
n < −1の場合が 2例取り上げている。

*4 ニュートンの単純曲線は、単項式で表される曲線を有理数べきに拡張したものである。現代数学で単純
曲線は、閉区間 I から位相空間X への単射な連続写像の像を意味するので、m ̸= 0のとき定義域を有界
閉区間に制限すれば、ニュートンの単純曲線は現代数学の単純曲線になっている。



規則 I 例 4 もし 1
x2 (= x−2) = y ならば、すな

わち、もし a = n = 1 かつ m = −2 ならば、(
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の側なので符号を負とおく。
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線分 BD の右側で曲線と x-軸で挟まれた「無限に広がっている」部分の面積は、今日
では

αBD =

∫ ∞

x

t−2dt = lim
b→∞

∫ b

x

t−2dt = lim
b→∞

(
−b−1 + x−1

)
= x−1

とニュートンとは符号が反対であるが、ニュートンは線分 BD = x−2 が描く領域の面積
と曲線 y = x−2 の積分定数を 0とした原始関数が一致するように領域 αBDとその面積
−x−1 を与えている。そのため、遠い方の側なので面積を負と定義している。ニュートン
は巧妙な方法で、面積*5と原始関数を一致させたのである。
規則 IIは、欄外に「そして単純曲線の複合」と見出しがつけられている。

規則 II もし yの値がそのようないくつかの項の複合 [和]ならば、それぞれの項の
面積を独立にとった面積の複合 [和]になるであろう。

MP II, pp.206-209

項 aix
mi
ni の面積は規則 I より aini

mi + ni
x

mi+ni
ni だから、規則 II は無限級数
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すなわち、それぞれの項の原始関数の和*6 になる。

*5 ニュートンは、面積と原始関数を一致させる方法を『解析について』においてのみ用いており、二年後に
執筆した『方法について』では面積は通常の意味で用いている。ニュートンは、ライプニッツとの先取権
論争の最中の 1713年に匿名で「ニュートン氏は彼の『解析について』において、曲線の面積により流量
を表し、縦座標によりそれらの流率を表している」(MP II, p.273)と書いている。

*6 原亨吉は規則 I, IIを「有理数 r について
∫ ∑

arxrdx =
∑

arxr+1/(r + 1)」[7, p.289]と表してい
る。



規則 II第 3例 x2+x−2 = yのとき、1
3x

3−x−1

が描かれる面である。しかしここで、面の部分は
線 BDの反対側にあることに注意すべきである。
正確には BF = x2,FD = x−2 とおくと 1

3x
3 は

BF によって描かれる面 ABF で、−x−1 は DF

によって描かれる面 DFαである。[後略]
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ニュートンは、線分 BD = x2 + x−2 が描く面を

ABF ∪DFα

としている。カヴァリエリの原理により DFα と
BEα′ の面積は等しく、規則 I 例 4 よりその値は
−x−1 である。したがって、BDが描く面の面積は

1

3
x3 − x−1

に等しい。この面積は x2 + x−2 の積分定数を 0とし
た原始関数に一致する。ここで、BE = x−2 で、α′ は
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図 2

x-軸上の無限遠点である。(点 Eと α′、および図 2は、ニュートンの原文にはなく筆者が
説明のために加えたものである。)

3 除算で得られる漸近べき級数
ニュートンは、『解析について』(1669) において、除算により得られるべき級数および
漸近べき級数を与えている。

割り算による [還元の]例 aa

b+ x
= y とせよ。その曲線は明らかに双曲線である。

方程式をその分母から自由にするため割り算を以下のように実行する。
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そして、この方程式 aa

b+ x
= y の代わりに、新しい方程式
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が現れる。ここで、級数は無限に続く。規則 IIの結果から ABDCの面積は
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に等しくなるだろう。無限級数は最初の数項で役に立ち、xが bよりかなり小さけ
れば十分正確である。
同じ方法で、もし 1

1 + xx
= y ならば、割り算により 1 − xx + x4 − x6 + x8&c

が生じる。よって、規則 II により ABDC = x − 1
3x

3 + 1
5x

5 − 1
7x

7&c となるだ
ろう。あるいは、xx を除数の第 1 項におき、同じように xx + 1)1 とすると、y

の値として x−2 − x−4 + x−6 − x−8&c が現れるだろう。そして、規則 II により
BDα = −x−1 + 1

3x
−3 − 1

5x
−5 + 1

7x
−7&c となるだろう。xが十分小さいときは前

者により実行され、十分大きいときは後者により実行される。 MP II, pp.212-215

これらのうち、除算によるべき級数展開
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とそれへの項別積分の適用は、a = b = 1 の場合ニコラス・メルカトルが『対数技法』
(1668)で公表している。ニュートン自身は 1665年に得ており、「1666年 10月論文」に
記載していたが、発表してなかったので、ニュートンは先取権を主張するため『解析につ
いて』を執筆した。
ニュートンが最初の 4項を与えた

1

x2 + 1
=

∞∑
n=1

(−1)n−1x−2n

は |x| > 1で絶対収束する漸近べき級数である。
江沢は「漸近展開とは、一つの級数展開で、その級数は必ずしも収束しないが、変数 (あ
るいは、その逆数)が十分に小さければ有限和がよい近似を与えるようなものである」[6]

と述べているが、ニュートンが書いている「無限級数は最初の数項で役に立ち、xが bよ
りかなり小さければ十分正確である」「xが十分小さいときは前者により実行され、十分
大きいときは後者である」は、まさに漸近級数の性質である。
1660年代後半から 1670年代前半には、超越関数のべき級数展開は、ニコラス・メルカ
トルやジェームズ・グレゴリなどにより考察されていたが、xが大きいときの負の整数べ
きの級数はニュートンが始めて扱った。
ニュートンが与えた x−2 − x−4 + x−6 − x−8&cなどの負数べきの級数展開は、1節で
述べた漸近べき級数の定義 (3)をみたしている。さらにニュートン自身、変数が十分に大
きければ有限和がよい近似を与えるという漸近べき級数の性質を指摘している。したがっ
て、ニュートンが漸近べき級数の発見者であるということができる。

4 開平で得られる漸近べき級数
ニュートンは、『解析について』において、開平により得られるべき級数を与えている
が、漸近べき級数は与えてない。

開平による [還元の]例 もし
√

: aa+ xx = y ならば、私はその根を以下のように
抽出する。
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(
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+
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+
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+

x10
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− x12

256a10
&c.

それゆえ、
√

: aa + xx = y の代わりに新しい方程
式、すなわち

y = a+
xx

2a
− x4

8a3
&c

が現れ、求める双曲線の面積は

ABDC = ax+
x3

6a
− x5

40a3
+

x7

112a5
− 5x9

1152a7
&c

となるだろう。
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MP II, pp.214-217

開平による級数展開のアルゴリズム (筆算による開平を多項式に拡張したもの)につい
ては、[12]あるいは [13, pp.149-155]を見よ。
ニュートンは、1671年に『級数と流率の方法について』(『方法について』と略す)に
おいて、べき級数を『解析について』で与えた上記の方法を少し改良した形で与え、さら
に漸近べき級数を以下の様に付け加えている。

項の順序を xx+ aaの様に入れ替えると、根は x+
a2

2x
− a4

8x3
+

a6

16x5
&cとなるだ

ろう。
MP III, pp.40-41



ニュートンは開平により √
a2 + x2 =

∞∑
n=0

( 1
2

n

)
x2n

a2n−1

を 7項目 (n = 6)まで導き、xと aを交換することにより、漸近べき級数

√
x2 + a2 =

∞∑
n=0

( 1
2

n

)
a2n

x2n−1
(4)

を 4項目 (n = 3)まで与えている。(4)は 0 < a < xで絶対収束する。

5 「前の書簡」での一般二項定理による漸近べき級数
「前の書簡」は、1676 年 6 月にニュートンがオルデンバーグを介してライプニッツに
送った書簡である。一般二項定理

P + PQ}m
n = P

m
n +

m

n
AQ+

m− n

2n
BQ+

m− 2n

3n
CQ+

m− 3n

4n
DQ+&c (5)

は「前の書簡」の冒頭第 2段落で与えられ、9個の例を用いて丁寧に説明されている。こ
こで、P + PQはべき根あるいはべきなどを求める量、P はその第 1項、Qは残りの項
を第 1項で割った商である。A,B,C,D, ...は直前の項を表しているので

A =P
m
n =

(m
n

0

)
P

m
n ,

B =
m

n
P

m
n Q =

(m
n

1

)
P

m
n Q,

C =
m− n

2n

m

n
P

m
n Q2 =

(m
n

2

)
P

m
n Q2,

D =
m− 2n

3n

m− n

2n

m

n
P

m
n Q3 =

(m
n

3

)
P

m
n Q3,

である。したがって、(5)を現代表示すると

(P + PQ)
m
n =A+B + C +D + · · ·

=P
m
n +

(m
n

1

)
P

m
n Q+

(m
n

2

)
P

m
n Q2 +

(m
n

3

)
P

m
n Q3 + · · ·

となる。
第 2例、第 3例、第 6例、第 7例に漸近べき級数が登場する。そのうち、第 2例は次の
ように書かれている。



例 2 √
⑤c5 + c4x− x5(i.e. c5 + c4x− x5} 1

5 )

=c+
c4x− x5

5c4
[+]

−2c8xx+ 4c4x6 − 2x10

25c9
+&c

は、上に引用した規則 [一般二項定理] において m に 1, n に 5, P に c5 そして Q

に c4x− x5

c5
を代入すると明らかです。また、P に −x5, Qに c4x+ c5

−x5
を代入す

ると、
√
⑤c5 + c4x− x5

=− x+
c4x+ c5

5x4
+

2c8xx+ 4c9x+ [2]c10

25x9
+&c (6)

となります。最初の方法は xが非常に小さいときに選ばれ、第 2は非常に大きいと
きです。 [19, pp.21-22,33]

ここで、
√
⑤および 1

5 は 5乗根を表す記号である。式 (6)を現代的に導くと

5
√
c5 + c4x− x5 = −x

(
1− c4x+ c5

x5

) 1
5

=− x

(
1 +

1

5

(
−c4x+ c5

x5

)
− 2

25

(
−c4x+ c5

x5

)2

+ o(x−11)

)

=− x+
c4x+ c5

5x4
+

2c8x2 + 4c9x+ 2c10

25x9
+ o(x−10)

=− x+
c4

5x3
+

c5

5x4
+

2c8

25x7
+

4c9

25x8
+

2c10

25x9
+ o(x−10) (x → ∞)

となる。

6 『解析について』での複合方程式の文字解法
複合方程式とは、3 項以上からなる代数方程式である。ニュートンは、複合方程式を

y3−2y−5 = 0のような数値方程式と、y3+a2y−2a3+axy−x3 = 0のような文字方程
式に分けている。y3 + a2y− 2a3 + axy−x3 = 0は、y3 +(a2 + ax)y+(−2a3 −x3) = 0

と考えると、y に関する 3項方程式で xと aが文字である。
ニュートンは『解析について』(1669) において、文字方程式 f(x, y) = 0 から y を x

の無限級数として表す方法の説明に先立ち、x や a などの文字を含まない数値方程式



f(y) = 0から y の値を求める方法を扱っている。数値方程式の解法は、今日ニュートン
法あるいはニュートン・ラフソン法と言われている方法の原型*7となるものである。
数値方程式の解法に引き続き、文字方程式の解法を扱っている。まず、

y3 + aay − 2a3 + axy − x3 = 0

の商が
y = a− x

4
+

x2

64a
+

131x3

512a2
+

509x4

16384a3
&c (7)

になることを導いている。
f(x, y) = y3 + a2y − 2a3 + axy − x3 とおき、y を xn で打ち切った有限級数を yn と
すると、

f(x, yn) = o(xn) (x → 0) (8)

となる。たとえば、n = 3のとき、y3 = a− x
4 + xx

64a + 131x3

512aa だから、f(x, y3)を O(x4)

で計算すると、a3, a2x, ax2, x3 の係数はすべて 0になるので、f(x, y3) = O(x4), すなわ
ち f(x, y3) = o(x3)である。以上より、f(x, y) = 0の ϕ(0) = aをみたす陰関数 ϕ(x)の
x = 0の廻りのべき級数展開が (7)である。
さらにニュートンは

y3 + axy + xxy − a3 − 2x3 = 0

の商
y = x− a

4
+

aa

64x
+

131a3

512xx
+

509a4

16384x3
&c (9)

を与えている。f(x, y) = y3 + axy + x2y − a3 − 2x3 とおき、y を x−n+1 で打ち切った
有限級数を yn とすると、

f(x, yn) = o(x−n+3) (x → ∞) (10)

*7 たとえば、f(y) = y3 − 2y − 5 = 0 に対しニュートン法 (ニュートン・ラフソン法) は初期値

y0 = 2 を適当に与え、yν+1 = yν −
f(yν)

f ′(yν)
= yν −

y3ν − 2yν − 5

3y2ν − 2
なる反復で根の近似値を求

める方法である。一方、ニュートンの方法は初期値 y0 = 2 に対し、y = y0 + y1 = 2 + y1 とお
き f(2 + y1) = (2 + y1)3 − 2(2 + y1) − 5 = 0, すなわち f1(y1) = y31 + 6y21 + 10y1 − 1 = 0

を 1 次式で近似した 10y1 − 1 = 0 を解いて y1 = 0.1 を得る。次に、y1 = 0.1 + y2 とおき、
(0.1+y2)3+6(0.1+y2)2+10(0.1+y2)−1 = 0,すなわち f2(y2) = y32+6.3y22+11.23y2+0.061 = 0

を 1 次式で近似した 11.23y2 + 0.061 = 0 を解いて y2 = −0.0054 とする。このような反復を繰り返
し、y0 + y1 + y2 + y3 = 2.09455148 を近似値とする方法である。ニュートンの方法とニュートン法

(ニュートン・ラフソン法)は数学的には同値であるが、アルゴリズムは異なる。関孝和は『
かい
解
いん
隠
だい
題

の
之
ほう
法』

[16](1685)でニュートンの方法に類似の方法を与えている。詳細は [13, pp.155-162]を見よ。



となる。たとえば n = 4のとき、

y4 = x− a

4
+

a2

64x
+

131a3

512x2
+

509a4

16384x3

であるので
(y4)

3 + axy4 + x2y4 − a3 − 2x3 = o(x−1) (x → ∞)

である。x が十分大のときの f(x, y) = 0 の陰関数 ϕ(x) の漸近べき級数展開が (9) で
ある。
(7)および (9)を導出するアルゴリズムの説明は [12]あるいは [13]、(8)および (10)の
証明は [13]あるいは [14]を見よ。

7 漸近べき級数の原始関数
『解析について』における複合方程式 y3 + axy + xxy − a3 − 2x3 = 0の文字解法の (9)

式に続いて、漸近べき級数の原始関数が述べられている。

商 x− a

4
+

aa

64x
+

131a3

512xx
+

509a4

16384x3
&c を得るまで前の例と同様に進め。そして、

面積は
x2

2
− ax

4
+

aa

64x
− 131a3

512x
− 509a4

32768x2
(11)

である。これに関連することは規則 IIの第 3例を見よ。[後略]

MP II, pp.226-227

ここで、 aa

64x
は現代の記号で表示すると積分定数を 0 とした

∫
a2

64x
dx, すなわち

a2

64
log x である。「面積」は注*5 で述べたように原始関数を表している。したがって、

(11)は漸近べき級数

x− a

4
+

aa

64x
+

131a3

512xx
+

509a4

16384x3
&c

の原始関数である。ニュートンが言及している規則 IIの第 3例 (2節参照)は、x2 + x−2

の描く面 [の面積]が 1
3x

3 − x−1 であることを述べている。
なお、『ニュートン数学論文集』の編集者ホワイトサイドは、おそらく面積を文字通り



に受け取り*8、(11)を

x2

2
− ax

4
+

[∫
a2

64x
· dx

]
[+]

131a3

512x
[+]

509a4

32768x2
· · ·

と [ ]をつけて訂正している [22, II,p.227]が、ニュートンの真意には沿わない解釈である。

8 ニュートンは何故漸近べき級数を考えたか
分数関数や無理関数、あるいは陰関数に無限級数の方法 (多項式で表せない実関数を無
限級数で表すことにより、関数が表す曲線の面積などの近似値を項別積分で求める方法
で、ニュートンは無限項の方程式による解析と呼んでいる) を適用する場合、xが小さい
ときはべき級数 (非負整数べきの級数) で表すことができても、x が大きいときは漸近べ
き級数 (負の整数べきの級数)が必要になる。

たとえば、
∫ b

a

dx

1 + x2
を無限級数の方法で求める場合、

1

1 + x2
=

{
1− x2 + x4 − x6 + · · · 0 ≤ x < 1
x−2 − x−4 + x−6 − · · · x > 1

より、0 ≤ a < b < 1のときは∫ b

a

dx

1 + x2
=
[
x− 1

3x
3 + 1

5x
5 − 1

7x
7 + · · ·

]b
a

により、1 < a < bのときは∫ b

a

dx

1 + x2
=
[
−x−1 + 1

3x
−3 − 1

5x
−5 + · · ·

]b
a

により計算できるのである。漸近べき級数を使うことにより無限級数の方法の適用範囲が
大幅に広くなる。
べき級数のみを用いるときは、1 < a < bの場合 x = 1

t などと変数変換し∫ b

a

dx

1 + x2
=

∫ 1
a

1
b

dt

1 + t2

の右辺により計算しなければならないが、一般には必ずしも使える方法ではない。

*8 規則 I 例 4 について「ニュートンが意図したことは、おそらく、積分区間を逆にしたものである：∫ ∞

x
x−2.dx = −

∫ x

∞
x−2.dx = x−1」(MP II, p.209)と注をつけている。



また、複合方程式 y3+axy+xxy−a3− 2x3 = 0の xが大きいときの根 (一般的には x

が大きいときの f(x, y) = 0の陰関数)を無限級数で表すには漸近べき級数が必要になる。
ニュートンはこのようなことから、漸近べき級数を考え出したと思われる。そのため、

「x が十分小さいときは前者により実行され、十分大きいときは後者である」(MP II,

p.215) 「最初の方法は x が非常に小さいときに選ばれ、第 2 は非常に大きいとき」[19,

p.22]などの注意を随所に記載している。

9 おわりに
ニュートンは『解析について』(1669)の中で、除算および複合方程式 f(x, y) = 0の文
字解法 (x が大きいときの陰関数) により、負数べきの級数展開とそれらの原始関数を与
えた。つづいて、『方法について』(1671)および「前の書簡」(1676)において、それぞれ
開平および一般二項定理により負数べきの級数展開を与えた。
ニュートンが与えた負数べきの級数展開は、漸近べき級数の定義をみたしているばかり
でなく、ニュートン自身「変数が十分に大きければ有限和がよい近似を与える」という漸
近べき級数の核心を指摘しており、ニュートンが漸近べき級数の発見者であるということ
ができる。ニュートンが発見した漸近べき級数は、彼から多大な影響を受けたド・モアブ
ルとスターリングにより、1730年にスターリングの公式として結実した。
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1-20

https://www.lab.twcu.ac.jp/~osada/B71-1.pdf

[13] 長田直樹、ニュートン　無限級数の衝撃、現代数学社、2019

[14] Naoki Osada, Literal resolution of affected equations, RIMS Kôkyûroku Bessatsu,
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